Hockey Stick by Rybaltover, Maria et al.
Hockey Stick
Maria Rybaltover, Line Andersen,
Brian Hansen & Signe H. Andersen
Vejleder: Jesper Larsen
1./2. modul
IMFUFA
Roskilde Universitetscenter
Efterår 2005
ii
Resumé
Dette projekt tager udgangspunkt i artiklen ”Global-scale temperature patterns and climate
forcing over the past six centuries” [Mann et al., 1998] af Mann, Bradley ogHughes (MBH).
Ved bl.a. at benytte principal komponent analyse (PCA) rekonstruerer MBH tempera-
turen på Jordens nordlige halvkugle tilbage til år 1400. Den rekonstruerede tempera-
turkurve viser en stigning i temperaturen fra ca. år 1900 og kaldes derfor Hockey Stick
kurven. I forbindelse med rekonstruering af temperaturen, foretagerMBH PCA på træ-
årringsdata. Her udføres en datatransformation, som er blevet kritiseret for at være
forkert og for ikke at være i overensstemmelse med konventionel PCA. Det er denne
kritik, som vi har undersøgt nærmere.
Først rekonstruerer vi MBHs temperaturkurve ved selv at anvende deres fulde pro-
gram ”mann_masterfile”. Derefter foretager vi beregninger på nordamerikanske træ-
årringsdata vha. MBHs program ”pca_noamer”, der udfører PCA på træårringsdata.
Dette gøres dels med det originale program, dels med udgaver vi har modificeret så
hele eller dele af den kritiserede datatransformation er udeladt.
Ved at sammenholde den rekonstruerede temperaturkurve med den første principale
komponent (PC1) for nordamerikanske træårringsdata finder vi, at 42 % af variationen i
MBHs temperaturkurve kan forklares ud fra variationen i PC1 for de nordamerikanske
træårringe, og at denne PC1 altså er meget betydningsfuld for rekonstrueringen af tem-
peraturen.
Ud fra PC1er beregnet ved de modificerede udgaver af programmet, kan vi derudover
konkludere, at hvis den kritiserede datatransformation helt udelades, og der dermed
bruges konventionel PCA, så forsvinder Hockey Stick formen på PC1 for de nord-
amerikanske træårringe.
Derfor konkluderer vi, at Hockey Stick formen på den rekonstruerede temperaturkur-
ve vil blive reduceret eller muligvis forsvinde, hvis der udføres konventionel PCA på
nordamerikanske træårringsdata.
Abstract
The basis of this project is the article ”Global-scale temperature patterns and climate forcing
over the past six centuries” [Mann et al., 1998] by Mann, Bradley and Hughes (MBH).
Using, among other methods, Principal Component Analysis (PCA), the temperature
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fluctuations on Earths Northern hemisphere are reconstructed back to the year 1400.
This reconstructed temperature curve shows a rise in temperature from about the year
1900 and is therefore called the Hockey Stick graph. In connection with reconstructing
the temperature fluctuations MBH carry out PCA on tree ring data. In this process they
perform a data transformation that has been claimed to be wrong and not in accordance
with conventional PCA. It is this criticism we have examined further.
First we reconstruct MBH’s temperature curve by running their full programme
”mann_masterfile” ourselves, thenwe carry out PCA on North American tree ring data
using MBH’s programme ”pca_noamer”. This is done applying both the original pro-
gramme and versions that we have modified to exclude parts of, or the entire criticised
data transformation. By comparison of the reconstructed temperature curve with the
first principal component (PC1) for the North American tree ring data we find that 42
per cent of the variation in the temperature curve can be explained by the variation in
PC1 of the North American tree rings and that this PC1 therefore is very important for
the reconstruction of the temperature variation.
Furthermore, we can establish, from PC1s derived from the modified versions of the
programme, that if the aforementioned transformation is entirely excluded, thereby
making it a conventional PCA, the Hockey Stick shape disappears from PC1 of the
North American tree rings.
Based on this, it is our conclusion that the Hockey Stick shape of the reconstructed tem-
perature curve will be less pronounced and possibly disappear if conventional PCA is
performed on tree ring data.
Indhold
Resumé iii
1 Indledning 1
1.1 Problemformulering . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Afgrænsning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3 Metode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2 Principal komponent analyse 5
2.1 PCA i to dimensioner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.1.1 Centrering af data og rotering af koordinatsystem . . . . . . . . . 5
2.1.2 Principale vinkler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.1.3 Principale varianser og kovarians . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.1.4 Principale vektorer og komponenter . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.1.5 Spredningsmatrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.2 PCA i n dimensioner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.2.1 Singulær værdi dekomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3 Hockey Stick kurven 19
3.1 Forfatterne bag MBH98 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.2 Overordnet gennemgang af metoden i MBH98 . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.2.1 Data . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.2.2 Beregningsmæssig metode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.3 Detaljeret gennemgang af metoden i MBH98 . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.3.1 Data . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
v
vi Indhold
3.3.2 Antagelser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.3.3 Beregningsmæssig metode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
4 Kritik af MBH98 31
4.1 Generel kritik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.2 McIntyre og McKitricks kritik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
4.2.1 McIntyre og McKitrick . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
4.2.2 Detaljeret gennemgang af M&Ms kritik af MBH98 . . . . . . . . . 34
5 PCA på nordamerikanske træårringsdata 37
5.1 Beskrivelse af programmet ”pca_noamer” . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
5.2 Beregninger . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
5.2.1 Rekonstruktion af Hockey Stick kurven . . . . . . . . . . . . . . . 40
5.2.2 PCA med transformation af data som i MBH98 . . . . . . . . . . . 41
5.2.3 Betydningen af PC1 for Hockey Stick kurven . . . . . . . . . . . . 43
5.2.4 Alternativ transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
5.2.5 Betydningen af den ændrede datatransformation . . . . . . . . . 47
6 Diskussion 49
7 Konklusion 53
8 Perspektivering 55
Litteratur 57
A Mellemregninger til PCA 61
B Indkatorer brugt i MBH98 65
C pca_noamer 69
D PCer for scenarie 3 85
1 Indledning
Der har gennem de seneste årtier været kraftig debat omkring CO2-udslip og hvad det
betyder for Jordens klima. Den politiske diskussion har primært taget udgangspunkt i
den antagelse, at det øgede menneskeskabte udslip af drivhusgasser, specielt CO2, har
påvirket klimaet og at dette ikke er ønsket.
I 1992 blev man på FNs klimakonference i Rio de Janeiro enige om, at der skulle gøres
noget ved problemet og i 1997 blev der i Kyoto sat rammer for, hvordan det skulle fo-
regå. De lande, som ratificerer Kyotoprotokollen, binder sig til specifikke grænser for
hvor meget CO2 de må lukke ud [Miljøstyrelsen, 2005]. Aftalen trådte i kraft i februar
2005 med Ruslands underskrivelse [Rothenborg, 2005b].
Som opfølgning på konferencen i Kyoto har FN netop afsluttet en klimakonference i
Montréal. Her besluttede de lande, som allerede har underskrevet Kyotoprotokollen,
at de, også efter aftalens udløb i 2012, vil binde sig til bestemte mål for nedsættelse af
CO2-udslip. Desuden blev alle de deltagende lande enige om at samarbejde om, hvor-
dan fremtidens klimaforandringer skal behandles [Rothenborg, 2005a].
En væsentlig del af baggrunden for tiltagene i Kyoto og Montréal er en undersøgelse
foretaget af Michael E. Mann, Raymond S. Bradley og Malcolm K. Hughes (MBH) i
[Mann et al., 1998] (MBH98) og [Mann et al., 1999], hvor der konkluderes, at der er en
klar sammenhæng mellem det øgede CO2-udslip og den temperaturstigning, der er set
indenfor det seneste århundrede [IPCC, 2001], [Crok, 2005].
I MBHs undersøgelser rekonstrueres temperaturen på Jordens nordlige halvkugle, gen-
nem de sidste 1000 år. Herefter sammenlignes den fundne temperaturkurve, som kal-
des Hockey Stick kurven (figur 1.1), med tilsvarende kurver for målinger af koncentra-
tionen af CO2 i atmosfæren, vulkansk aktivitet og solindstråling, idet disse tre størrelser
anses som mulige drivende kræfter for temperaturstigningen.
Hockey Stick kurven viser, at temperaturen har været nogenlunde konstant i de sidste
1000 år, indtil ca. år 1900, hvor temperaturen begyndte at stige kraftigt [Mann et al.,
1998], [Mann et al., 1999]. Dette skete altså samtidig med, at forøgelsen af det menne-
skeskabte CO2-udslip for alvor begyndte.
Klimaforskere er dog ikke enige om, at der er en sammenhæng mellem temperaturstig-
ningen og det øgedeCO2-udslip. Således er der en gruppe forskere, dermener, at MBHs
model er ukorrekt og at deres konklusioner dermed er bygget på et forkert grundlag.
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Figur 1.1 MBHs Hockey Stick kurve. Kurven viser afvigelser fra middeltemperaturen ved
Jordens overflade på den nordlige halvkugle. Fra 1980 til 1995 er temperaturen kun angivet ud
fra instrumentale temperaturmålinger (- -)[Mann et al., 1998].
Mange forskere mener, at den temperatur vi har nu, ikke er den varmeste i de sidste
1000 år, men at vi har haft en varm periode i middelalderen, hvor temperaturen var
endnu højere. Derfor er der ikke nødvendigvis noget usædvanligt i at temperaturen
stiger igen [DR, 2004].
Et konkret kritikpunkt kommer fra Stephen McIntyre og Ross McKitrick (M&M). Kri-
tikken går overordnet på, at MBH udfører en del af deres analyse forkert. Når analysen
udføres som MBH gør, vil man ifølge M&M næsten altid få en Hockey Stick form, u-
anset hvilke data man bruger modellen på [McIntyre & McKitrick, 2005b]. Det er dette
kritikpunkt, som undersøges i nærværende projekt.
Vi ønsker dels at undersøge, hvordan MBH rekonstruerer temperaturen på Jordens
nordlige halvkugle, dels at undersøge om Hockey Stick kurvens form skyldes forkert
anvendelse af den valgte analysemetode.
Vi har valgt netop denne kritik ud, fordi der her er et konkret matematisk problem.
Mange andre af kritikpunkterne er primært af biologisk og geografisk karakter. Desu-
den har vi valgt denne kritik, fordi den har stor betydning for modellens anvendelig-
hed. Hvis kritikken på dette punkt er rigtigt, er det tvivlsomt om MBHs Hockey Stick
formede temperaturkurve giver det sande billede af temperaturudviklingen på Jordens
nordlige halvkugle over de seneste 1000 år.
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1.1 Problemformulering
Michael E. Mann, Raymond S. Bradley og Malcolm K. Hughes (MBH) rekonstruerer
temperaturen på Jordens nordlige halvkugle, bl.a. på baggrund af observationer af for-
skellige klimaindikatorer. En del af disse indikatordata udgøres af nordamerikanske
træårringsdata. På disse data foretager MBH en transformation, som udgør en del af
deres analyse. Denne transformation har været udsat for kritik og vi ønsker i den for-
bindelse at undersøge:
Hvilken betydning har den transformation, somMBH foretager i forbindelse med prin-
cipal komponent analyse på nordamerikanske træårringsdata, for den rekonstruerede
temperatur på Jordens nordlige halvkugle?
1.2 Afgrænsning
MBH har skrevet to artikler vedrørende rekonstruering af temperaturen på Jordens
nordlige halvkugle. I den ene, [Mann et al., 1998], rekonstrueres temperaturen tilba-
ge til år 1400 og i den anden, [Mann et al., 1999], helt tilbage til år 1000. I de to artikler
anvendes samme metode, blot bruges der i [Mann et al., 1999] flere data. Mere præcist
er [Mann et al., 1999] altså en udvidelse af [Mann et al., 1998]. Vi har valgt kun at se på
rekonstruering af temperaturen tilbage til år 1400.
Kritikken af MBH98 er meget omfattende. Vi har set på en del af kritikken, og har be-
sluttet at fokusere dette projekt omkring MBHs datatransformation i forbindelse med
principal komponent analyse (PCA) på nordamerikanske træårringsdata. Denne data-
transformation er blevet kritiseret af M&M. Desuden skriver MBH, at træårringsdata
viser sig at være specielt vigtige for deres rekonstruerede temperaturkurve [Mann et al.,
1998, s. 783]. Det er på baggrund af dette, at vi har valgt vores fokusområde.
Dette valg betyder, at vi i stort omfang har fravalgt at gå i dybden med anden kritik
af MBH98, både fra M&M og andre kritikere. Det betyder også, at vi ikke finder det
nødvendigt at gennemgå hele MBH98 i detaljer. Således gennemgås hele artiklen over-
ordnet, mens dele af den fravælges i vores detaljerede gennemgang. Dette drejer sig
generelt om MBHs verificering af beregninger og om deres sammenligning af den re-
konstruerede temperaturmed koncentrationen af CO2 i atmosfæren, vulkansk aktivitet
og solindstråling.
I forbindelse med vores gennemgang af artiklen, har vi valgt, at se på det program,
MBH bruger til at foretage PCA på træårringsdata. MBH anvender et andet og stør-
re program, til rekonstruering af temperaturen på Jordens nordlige halvkugle. Dette
større program har vi valgt kun at sætte os delvist ind i.
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1.3 Metode
Vi vil i dette afsnit kort beskrive, hvordan vi vil forsøge at besvare vores problem-
formulering. Dette afsnit vil også indirekte være en begrundelse for vores opbygning
af rapporten.
Vi vil første anskaffe en generel teoretisk viden om den matematik, der ligger til grund
for MBHs model. Dette drejer sig om teorien bag PCA.
Herefter vil vi se på MBHs model. Dette vil vi gøre ved at gennemgå deres artikel
”Global-scale temperature patterns and climate forcings over the past six centuries” (MBH98)
og beskrive deres program ”pca_noamer”. Således vil vi undersøge, hvordan MBH
finder frem til en beskrivelse af temperaturen tilbage i tiden, hvordan de bruger ana-
lysemetoden PCA og hvilken betydning deres transformation af data har, i forbindelse
med PCA på træårringsdata.
Derefter vil vi se på den kritik, der har været af MBH98, specielt kritikken fra M&M,
som omhandler datatransformationen på nordamerikanske træårringsdata, nævnt i
problemformuleringen.
Herefter vil vi selv kritisereMBH98. Dette gøres med udgangspunkt i kapitlet om PCA,
kapitlet om MBH98 og ved anvendelse af to programmer1. Specielt vil vi undersøge,
hvilken betydning transformationen har for rekonstrueringen af temperaturen på Jord-
ens nordlige halvkugle.
1”pca_noamer” og ”mann_masterfile”, skrevet i henholdsvis FORTRAN og R.
2 Principal komponent analyse
Det primære matematiske grundlag for analysen i MBH98 udgøres af teorien for Prin-
cipal component analysis (PCA), på dansk: principal komponent analyse. PCA er en alge-
braisk metode, der kan bruges til at blotlægge den underliggende struktur i et fler-
dimensionalt datamateriale. Som anvendt af meteorologer og oceanografer er PCA et
værktøj til analyse af fysiske felters variation i rum eller tid [Preisendorfer, 1988].
Traditionelt har PCA været et attraktivt værktøj, fordi det ved anvendelse af PCA er
muligt at reducere flerdimensional kompleksitet af et observeret datamateriale til re-
præsentation i få dimensioner, som lettere kan beskrives [Preisendorfer, 1988].
Man kunne eksempelvis forestille sig PCA anvendt på et datasæt bestående af adskilli-
ge års månedlige observationer af ”temperatur ved Jordens overflade”. Ved anvendelse
af PCA er detmuligt at give en relativt simpel beskrivelse af temperaturen. Det er netop
denne anvendelse af PCA, samt en analog anvendelse på træårringsdata, der er central
i MBHs model. Vi ønsker derfor at anskaffe en generel teoretisk viden om PCA.
I dette kapitel vil PCA blive gennemgået. For overskuelighedens skyld vil vi først be-
skrive PCA detaljeret i to dimensioner og derefter overføre begreberne til n dimen-
sioner. Begge afsnit er skrevet med udgangspunkt i [Preisendorfer, 1988, s. 11-44]. Det
bemærkes, at der er trykfejl en del steder i denne kilde.
2.1 PCA i to dimensioner
I dette afsnit vil PCA i to dimensioner blive udførligt beskrevet. Visse vigtige relationer,
omskrivninger og mellemregninger kan ses i appendiks A.
2.1.1 Centrering af data og rotering af koordinatsystem
Lad tpx1pωq, y1pωqq : ω  1, . . . , nu være det observerede (originale) datasæt.
Gennemsnittene for de observerede data er givet ved:
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x 
1
n
n¸
ω1
x1pωq og y 
1
n
n¸
ω1
y1pωq (2.1)
De originale data kan centreres omkring gennemsnittene px, yq. Vi får da anomalierne
(afvigelserne fra gennemsnittet) af x1pωq og y1pωq givet ved:
xpωq  x1pωq  x og ypωq  y1pωq  y (2.2)
I det tilfælde at serierne i datasættet ikke har samme fysiske enhed (hvis man f.eks.
har målinger af hhv. temperatur og tryk), skal data standardiseres. Dette gøres ved at
dividere med standardafvigelsen:
upωq 
xpωq
?
sxx
og vpωq 
ypωq
?
syy
(2.3)
Varianserne sxx og syy vil blive defineret senere i dette kapitel. Standardisering er kun
nødvendig hvis data ikke har samme fysiske enhed. Derfor benyttes de ikke standardi-
serede data i den videre beskrivelse.
Koordinatsystemet roteres nu med vinklen θ (der udledes senere et udtryk for θ, be-
stemt ved det observerede datasæt), se figur 2.1.
Figur 2.1 De originale data px1, y1q, de centrerede data px, yq og det roterede koordinatsystem,
hvor de centrerede data nu har koordinaterne pξ, ηq.
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Et vilkårligt punkt pxpωq, ypωqq i det centrerede koordinatsystem har efter rotation nu
koordinaterne pξpθ, ωq, ηpθ, ωqq som er givet ved:
ξpθ, ωq  xpωq cos θ   ypωq sin θ
ηpθ, ωq  xpωq sin θ   ypωq cos θ
(2.4)
Dette er illustreret på figur 2.2
Figur 2.2 Skift fra koordinaterne px, yq i det oprindelige koordinatsystem til koordinaterne
(ξ, ηq i det roterede koordinatsystem. For overskuelighedens skyld er dette vist på to figurer, én
for ξ og én for η. De linjestykker, som er ens, er markeret med samme farve.
Ifølge [Andersen et al., 2001, s. 38] er den empiriske varians for et en-dimensionalt
observeret datasæt (en stikprøve) defineret ved:
s2 
1
n 1
n¸
ω1
pz1pωq  zq2 (2.5)
hvor z1pωq er de observerede værdier.
I det roterede koordinatsystem, kan variansen af dataene ξ(θ, ω) beregnes. Denne stør-
relse udtrykker variansen af det observerede datasæt i ξ-aksens retning, dvs. i retningen
for vektoren epθq, hvor:
epθq 

cos θ
sin θ

(2.6)
Dermed kan man fra ligning (2.5) få, at variansen af de originale data, i det centrerede
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og roterede koordinatsystem, for retningen epθq er givet ved:
s2pθq 
1
n 1
n¸
ω1
ξ2pθ, ωq

1
n 1
n¸
ω1
pxpωq cos θ   ypωq sin θq2

1
n 1
n¸
ω1
px2pωq cos2 θ   y2pωq sin2 θ   2xpωqypωq cos θ sin θq (2.7)
Her defineres så de empiriske størrelser:
sxx 
1
n 1
n¸
ω1
x2pωq
syy 
1
n 1
n¸
ω1
y2pωq
sxy 
1
n 1
n¸
ω1
xpωqypωq
(2.8)
Ifølge ligning (2.5) er sxx altså den empiriske varians af x-værdierne og syy er den em-
piriske varians af y-værdierne. sxy er den empiriske kovarians [Andersen et al., 2001, s.
143].
Nu kan variansen af de originale, centrerede data i epθq-retningen udtrykkes ved:
s2pθq  sxx cos
2 θ   syy sin
2 θ   2sxy cos θ sin θ (2.9)
Ligeledes kan variansen af det observerede datasæt i η-aksens retning findes. Dvs. ret-
ningen for vektoren epθ   pi{2q.
2.1.2 Principale vinkler
De vinkler, hvor variansen harmaksimum ogminimum, kan nu bestemmes på sædvan-
lig vis, altså ved at differentiere ligning (2.9) med hensyn til θ og sætte det resulterende
udtryk lig 0. Disse vinkler kaldes θ1.
Bs2pθq
Bθ
 0  θ  θ1 (2.10)
Bs2pθq
Bθ
 2sxx cos θ sin θ   2syy cos θ sin θ   2sxypcos
2 θ  sin2 θq
 psyy  sxxq2 cos θ sin θ   2sxypcos
2 θ  sin2 θq
 psyy  sxxq sin 2θ   2sxy cos 2θ (2.11)
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Ligning (2.11) fås ved anvendelse af dobbeltvinkelformlerne, se appendiks A.
Ved omskrivning af ligning (2.10) og ligning (2.11) fås:
psxx  syyq sin 2θ
1
 2sxy cos 2θ
1
õ
psxx  syyq sin 2θ
1
cos 2θ1

2sxy cos 2θ
1
cos 2θ1
õ
tan 2θ1 
2sxy
sxx  syy
(2.12)
Som skrevet ovenfor findes der altså to vinkler som opfylder dette, én hvor variansen
har maksimum og én hvor den har minimum.
For at undersøge, hvorvidt de fundne θ1 er maksimum eller minimum, differentie-
res udtrykket for variansen en gang til, så vi får den dobbelt afledte af ligning (2.9).
Desuden benyttes, at ligning (2.10) og ligning (2.11) kan omskrives til 2sxy cos
2 2θ1
sin 2θ1

psxx  syyq cos 2θ
1 ved at gange igennem med cos 2θ1:
B
2s2pθq
B
2θ




θθ1
 2psyy  sxxq cos 2θ
1
 4sxy sin 2θ
1
 4sxy
cos2 2θ1
sin 2θ1
 4sxy
sin
2
2θ1
sin 2θ1
 4sxy

cos2 2θ1   sin2 2θ1
sin 2θ1



4sxy
sin 2θ1
(2.13)
Når dette udtryk er positivt, vil θ1 altså være den vinkel, hvor variansen har minimum
og når udtrykket er negativt vil θ1 være den vinkel, hvor variansen har maksimum.
Den vinkel, hvor variansen har maksimum kaldes for θm og er den første principale
vinkel. Da det gælder, at retningerne for maksimal og minimal varians skal være vin-
kelret på hinanden, er den anden principale vinkel θm   pi{2 og altså den vinkel, hvor
variansen har minimum.
Ud fra ligning (2.12) kan man se, at θ1 kan findes ved:
θ1 
1
2
tan
1

2sxy
sxx  syy


hvor θ1 P


pi
4
,
pi
4

(2.14)
Herefter kan θm findes indenfor intervallet


pi
2
, pi
2

. Der er forskellige muligheder for,
hvilken værdi θm kan antage, som afhænger af forholdet mellem sxx, syy og sxy. Dette
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er illustreret i figur 2.3, hvor θ1 er markeret med gult og bestemt ved ligning (2.14) og
θm er markeret med blåt.
Hvis kovariansen sxy er større end nul betyder det at θm vil ligge i intervallet

0, pi
2

,
hvis sxy er mindre end nul vil θm ligge i intervallet


pi
2
, 0

og hvis sxy er nul vil θm
være 0 eller pi
2
.
De to førnævnte intervaller kan inddeles efter forholdet mellem sxx og syy. Hvis sxx er
større end syy vil θm ligge i intervallet


pi
4
, pi
4

, hvis syy er større end sxx vil θm ligge i
intervallet


pi
2
,pi
4

eller i intervallet

pi
4
, pi
2

og hvis sxx er lig syy vil θm være lig pi4 , 0
eller pi
4
.
Figur 2.3 Sammenhængen mellem θ1 og θm, hvor den gule markering viser θ1 og den blå θm.
2.1.3 Principale varianser og kovarians
Nu defineres så de principale varianser i retningerne for de principale vinkler:
s11  s
2
pθmq og s22  s2

θm  
pi
2
	
(2.15)
Herefter udledes et udtryk for s11 og s22, udtrykt ved sxx, syy og sxy. Det vil altså sige,
at man kan finde varianserne langs akserne i det centrerede og roterede system, ud fra
de originale data.
Først laves en omskrivning af henholdsvis cos 2θm, s11 og s22 og de sidste to udtryks
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sum og differens udregnes. Alle mellemregninger kan ses i appendiks A, ligning (A.5)-
(A.9). Disse benyttes herefter til at finde s11 og s22 :
Udtrykket for s11 og s22 findes som :
s11
s22
+

1
2
ps11   s22  ps11  s22qq

1
2

sxx   syy 
b
psxx  syyq2   4s2xy
	
(2.16)
Under mellemregningerne i appendiks A, ligning (A.8) vises det, at:
s11   s22  sxx   syy (2.17)
Dermed er datasættets totale varians konstant under rotation.
Vi definerer ligeledes den principale kovarians efter rotationen, s12, udtrykt ved de
originale data.
For et vilkårligt θ er den empiriske kovarians s12 ifølge ligning (2.8) givet som:
s12 
1
n 1
n¸
ω1
ξpθ, ωqηpθ, ωq (2.18)
Ved indsættelse af ligningerne (2.4) fås:
s12 
1
n 1
n¸
ω1
pxpωq cos θ   ypωq sin θqpxpωq sin θ   ypωq cos θq

1
n 1
n¸
ω1
pxpωq2   ypωq2q cos θ sin θ   xpωqypωqpcos2 θ  sin2 θq (2.19)
Ved indsættelse af ligningerne (2.8) fås videre:
s12  psxx   syyq cos θ sin θ   sxypcos
2 θ  sin2 θq
 psyy  sxxq cos θ sin θ   sxypcos
2 θ  sin2 θq

1
2
psyy  sxxq sin 2θ   sxy cos 2θ (2.20)
Dermed gælder det at den principale kovarians efter rotation med θm vil være:
s12 
1
2
psyy  sxxq sin 2θm   sxy cos 2θm (2.21)
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2.1.4 Principale vektorer og komponenter
Vi finder de principale vektorer (principale retninger) ved at bruge θm og θm   pi2 i
ligning (2.6). Således defineres:
e1  epθmq 

cos θm
sin θm

e2  epθm  
pi
2
q 

 sin θm
cos θm
 (2.22)
Det ses, at vektorerne er ortogonale enhedsvektorer. Disse kaldes også for empiriske
ortogonalunktioner (EOF) og kan opskrives i en matrix:
E  pe1 e2q (2.23)
De principale vektorer fundet i ligning (2.22) udgør en basis for det to-dimensionale
datarum. Det vil sige, de principale vektorer er lineært uafhængige og udspænder det
to-dimensionale datarum [Lawson, 1996, s.107].
Et datapunkt pxpωq, ypωqq kan skrives på matrixform som:
zpωq 

xpωq
ypωq

(2.24)
og alle datapunkterne kan samles i en datamatrix:
Z 






zT p1q
zT p2q
...
zT pnq

Æ
Æ
Æ
Æ








xp1q
xp2q
...
xpnq
yp1q
yp2q
...
ypnq

Æ
Æ
Æ
Æ

(2.25)
Komponenterne a1pωq og a2pωq af zpωq langs akserne e1 og e2 defineres som:
a1pωq  z
T
pωqe1
ω  1, . . . , n
a2pωq  z
T
pωqe2
(2.26)
Disse værdier kaldes de principale komponenter (PC) af zpωq og kan også samles i en
matrix:
A 






a1p1q
a1p2q
...
a1pnq
a2p1q
a2p2q
...
a2pnq

Æ
Æ
Æ
Æ

(2.27)
2.1 PCA i to dimensioner 13
Vektoren zpωq kan opskrives som en linearkombination af e1 og e2:
zpωq  a1pωqe1   a2pωqe2 ω  1, . . . , n (2.28)
Ligning (2.28) kan på matrix-form skrives som:






zT p1q
zT p2q
...
zT pnq

Æ
Æ
Æ
Æ








a1p1q
a1p2q
...
a1pnq

Æ
Æ
Æ
Æ

eT1  






a2p1q
a2p2q
...
a2pnq

Æ
Æ
Æ
Æ

eT2 (2.29)
og kortere som:
Z  A ET (2.30)
Hermed kan datasættet nu beskrives ved principale vektorer og principale komponen-
ter. Det er denne opløsning af det originale datasæt i principale vektorer og principale
komponenter, som er målet med PCA.
2.1.5 Spredningsmatrix
Da datamatricen Z ikke er en kvadratisk matrix, kan man ikke finde egenværdier for
denne. Dette kan i stedet gøres for spredningsmatricen, der defineres som:
S 








n¸
ω1
x2pωq
n¸
ω1
xpωqypωq
n¸
ω1
xpωqypωq
n¸
ω1
y2pωq

Æ
Æ
Æ
Æ
Æ
Æ

(2.31)
Altså er spredningsmatricen S  ZT Z .
e1 og e2 er egenvektorer for S, med de tilhørende egenværdier λ1 og λ2, hvor λ er
defineret ved:
λj  pn 1qsjj j  1, 2 (2.32)
Denne påstand vil nu blive vist, men for overskuelighedens skyld for kovariansmatri-
cen:
C 

sxx sxy
sxy syy

(2.33)
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og da sammenhængen mellem S og C, iflg. ligning (2.8) er:
S  p1 nqC (2.34)
skal det altså vises at e1 og e2 er egenvektorer med de tilhørende egenværdier s11 og
s22. Det skal dermed vises, at følgende er opfyldt:
C ej  sjjej j  1, 2 (2.35)
Dette gøres for j  1:
C e1 

sxx sxy
sxy syy

cos θm
sin θm



sxx cos θm   sxy sin θm
sxy cos θm   syy sin θm

(2.36)
Her benyttes så udtryk for sxx, syy og sxy fundet ud fra s11 og s22. Disse ses i appendiks
A, ligningerne A.10:
C e1 

ps11 cos
2 θm   s22 sin
2 θmq cos θm  
 
1
2
ps11  s22q sin 2θm

sin θm
 
1
2
ps11  s22q sin 2θm

cos θm   ps11 sin
2 θm   s22 cos
2 θmq sin θm



s11 cos
3 θm   s22 cos θm sin
2 θm   ps11  s22q cos θm sin
2 θm
ps11  s22q cos
2 θm sin θm   s11 sin
3 θm   s22 cos
2 θm sin θm



s11 cos
3 θm   s11 cos θm sin
2 θm
s11 cos
2 θm sin θm   s11 sin
3 θm



s11 cos θmpcos
2 θm   sin
2 θmq
s11 sin θmpcos
2 θm   sin
2 θmq



s11 cos θm
s11 sin θm

 s11e1 (2.37)
På tilsvarende måde kan det vises for j  2.
Nu er det vist, at ligning (2.35) er opfyldt og dermed gælder også:
S ej  ejλj j  1, 2 (2.38)
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Egenværdierne for S kan opskrives i en matrix:
Λ 

λ1 0
0 λ2

(2.39)
og dermed kan ligning (2.38) opskrives på matrixform:
S E  E Λ (2.40)
2.2 PCA i n dimensioner
Nu behandles så n dataserier, hver dataserie består af p målinger. Disse dataserier kan
samles i en matrix, hvor hver serie står i en søjle. Elementerne i denne matrix vil altså
afhænge af f.eks. tid t og sted x, og kaldes derfor z1pt, xq. Et eksempel på en sådan
datamatrix kunne være temperaturmålinger foretaget n forskellige steder ved Jordens
overflade til p forskellige tider.
Hvis der måles p gange n steder, fås en rp ns datamatrix:
Z 1 




z1p1, 1q    z1p1, nq
...
...
z1pp, 1q    z1pp, nq

Æ
Æ

(2.41)
Data centreres omkring middelværdien, hvilket gøres for hver serie, altså søjlevis, på
samme måde som i to dimensioner.
Først findes gennemsnittene for hver enkelt søjle:
zpxq 
1
p
p¸
t1
z1pt, xq x  1, 2, . . . , n (2.42)
Dernæst findes anomalierne:
zpt, xq  z1pt, xq  zpxq (2.43)
Nu kan den centrerede datamatrix opskrives:
Z 




zp1, 1q    zp1, nq
...
...
zpp, 1q    zpp, nq

Æ
Æ

(2.44)
Datamatricen kan, som for to dimensioner, udtrykkes ved de principale komponenter
og egenvektorerne:
Z  A ET (2.45)
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hvor A og E er defineret som:
A  pa1, . . . , anq (2.46)
E  pe1, . . . , enq (2.47)
Som i ligning (2.31) for to dimensioner kan spredningsmatricen i n dimensioner nu
defineres og den tilhørende egenværdimatrix skrives op som rn nsmatricer:
S 
p¸
t1
zptqzT ptq  ZTZ (2.48)
Λ 







λ1 0    0
0
...
... 0
0    0 λn

Æ
Æ
Æ
Æ
Æ

(2.49)
Sammenhængen mellem disse og egenvektormatricen, ligning (2.47), er som i ligning
(2.40) i to dimensioner:
S E  E Λ (2.50)
2.2.1 Singulær værdi dekomposition
De pricipale komponenter normeres med λ
1
{2
j , og bliver dermed dimensionsløse:
αjptq 
ajptq
λ
1
{2
j
(2.51)
Disse kan opskrives i en rp nsmatrix:
A1 







α1p1q α2p1q    αnp1q
α1p2q
...
...
α1ppq    αnppq

Æ
Æ
Æ
Æ
Æ

(2.52)
Ud fra ligning (2.51) ses, at det gælder, at:
A  A1Λ
1
{2 (2.53)
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Af ligning (2.45) og ligning (2.53) fås dermed:
Z  A1Λ
1
{2ET (2.54)

n¸
j1
λ
1
{2
j αje
T
j (2.55)
Her er datamatricen altså blevet opstillet som produktet af de dimensionsløse princi-
pale komponenter, A1, de singulære værdier, Λ
1
{2, og egenvektorerne, ET , hvor de
singulære værdier netop er kvadratroden af egenværdierne.
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I dette afsnit gennemgås metoden anvendt i artiklen ”Global-scale temperature patterns
and climate forcing over the past six centuries”(MBH98). Indledningsvis gives en kort in-
troduktion af forfatterne. Herefter gives først en overordnet gennemgang, hvor meto-
den deles op i fem trin. Derefter gives en detaljeret gennemgang af metoden, herunder
en beskrivelse af hvordan PCA anvendes og hvilke data der bruges.
3.1 Forfatterne bag MBH98
Michael E. Mann har en kandidatgrad i fysik fra University of Yale og en Ph.D. i geo-
logi og geofysik ligeledes fra Yale. Hans forskning fokuserer blandt andet på anvend-
else af statistik til forståelse af klimavariationer, både fra empiriske og klimamodelba-
serede perspektiver. Hans nuværende forskningsområde er især modellering af klima-
fænomener.
Mann var hovedforfatteren på kapitlet ”Observed Climate Variability and Change”,
som indgår i den 3. rapport fra ”Det internationale panel for klimaforandringer” (IPCC)
fra 2001 [IPCC, 2001]. I august 2005 blev Mann professor ved Pennsylvania State Uni-
versity, ved ”Meteorology and Earth and Environmental Systems Institute” og leder for
”Earth System Science Center” [Mann, 2005d].
Raymond S. Bradley har en kandidatgrad fra University of Colorado, afdelingen for
arktiske og alpine undersøgelser.
I det daglige beskæftiger han sig med klimavariationer, især med fokus på, hvordan
klimaet i dag er forskelligt fra fortidens klima og hvad disse forskelle skyldes. Brad-
ley er ansat ved University of Massachusetts i afdelingen for geo-videnskab, hvor han
er leder for ”Climate System Research Center”. I 2004 fik han en doktorgrad fra Sout-
hampton University for sit bidrag forskning indenfor palæoklimatologi [Realclimate,
2005].
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Malcolm K. Hughes har en Ph.D. grad fra University of Durham. Hughes er ansat
som professor ved University of Arizona i afdelingen for træårringsforskning. Han er
medlem af hovedbestyrelsen for ”Institute for the Study of Planet Earth” og medlem i
komiteen for ”Globale Change”, samme sted. Hughes forsker indenfor klimavariatio-
ner over tid og specielt inden for fortidens klima i Europa, Asien og Sierra Nevada, som
undersøges vha. træårringe [Hughes, 2005].
3.2 Overordnet gennemgang af metoden i MBH98
Vi vil nu give en overordnet gennemgang af MBH98. Vi vil kort præsentere, hvilke
typer data MBH anvender i deres model og vi vil gennemgå de fem overordnede trin,
som benyttes til rekonstruktion af temperaturen på Jordens nordlige halvkugle og efter-
følgende sammenligning af denne med koncentrationen af CO2 i atmosfæren, solind-
stråling og vulkansk aktivitet.
3.2.1 Data
Data, som benyttes i MBH98, kan opdeles i tre overordnede typer, se figur 3.1. For det
første anvendes direkte målinger af temperaturen ved Jordens overflade fra ca. 150 år
tilbage i tiden. Direkte målinger af temperatur kaldes i MBH98 ”instrumental data”
eller ”raw data”. Vi vil i denne rapport betegne dem instrumentaldata.
Den anden type data, der bruges, kaldes i MBH98 for ”proxy climate indicator data”. Vi
vil i denne rapport betegne dem indikatordata. Indikatordata er data, som indeholder
information, der kan være med til at beskrive temperaturvariationer tilbage i tiden.
Sådanne indikatorer er målinger fra træårringe, iskerneboringer, koraller og enkelte
lange direkte målinger (målinger fra før 1854) af temperatur og nedbør.
Den tredje type data er data for CO2 koncentration, vulkansk aktivitet og solindståling.
Disse tre størrelser anses som mulige drivende kræfter for temperaturen på Jorden.
Som skrevet i afgrænsningen vil vi ikke beskæftige os med de drivende kræfter og vil
derfor ikke præsentere disse data yderligere.
3.2.2 Beregningsmæssig metode
Overordnet er der fem trin i metoden anvendt i MBH98. Gennem de første tre rekon-
strueres temperaturen tilbage i tiden, i det fjerde verificeres denne rekonstruktion og i
det femte testes sammenhængenmellem temperaturvariationer og variationer i tre mu-
lige drivende kræfter: koncentrationen af CO2 i atmosfæren, solindstråling og vulkansk
aktivitet.
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De fem trin er som følger [Mann et al., 1998]:
1. De dominerende variationsmønstre for temperatur bestemmes: PCA anvendes
på et netværk af temperaturdata målt ved Jordens overflade. Herved dekompo-
neres de målte data til dominerende variationsmønstre. Resultatet er en relativt
simpel beskrivelse af tidsmæssige temperaturvariationer ved Jordens overflade.
Data anvendt her er instrumentaldata og perioden de strækker sig over kaldes
referenceperioden (1902-1980). Der henvises til figur 3.1 for en illustration af pe-
rioderne for de anvendte data.
Figur 3.1 Data og perioder anvendt i MBH98
2. Sammenhængen mellem variationsmønstre for temperatur og indikatorer be-
stemmes: Der foretages kalibrering af indikatorer for temperatur ved Jordens
overflade mod de dominerende variationsmønstre bestemt i trin et. Kalibrerin-
gen foretages for et omfattende netværk af indikatorer over referenceperioden,
hvor der er tidsmæssigt overlap mellem indikatordata og instrumentaldata. Her-
ved bestemmes en sammenhæng mellem temperatur ved Jordens overflade og
indikatordata.
3. Temperaturen rekonstrueres tilbage i tiden: Ved hjælp af indikatordata (der
strækker sig tilbage til år 1400) og den i trin 2 foretagne kalibrering, beregnes
estimater for variationer i temperatur ved Jordens overflade langt bagud i tiden.
Der opnås herved rekonstruerede temperaturer for Jordens overflade over hele
perioden dækket af indikatordata.
4. Rekonstruktionen verificeres: De i trin 3 beregnede estimater for variationer i
temperatur ved Jordens overflade verificeres ved sammenligning med netværket
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af målte temperaturdata. Dette gøres for en periode, som kaldes verificerings-
perioden (1854-1901). I verificeringsperioden er der ligesom i referenceperioden
tidsmæssigt overlap mellem indikatordata og instrumentaldata.
5. Eventuel sammenhæng undersøges: Der testes for sammenhæng mellem de i
trin 3 beregnede estimater for variationer i temperatur ved Jordens overflade og
de tre fysiske størrelser: koncentrationen af CO2 i atmosfæren, solindstråling og
vulkansk aktivitet.
De sidste to trin vil vi, som skrevet i indledningen, ikke gå i dybden med.
3.3 Detaljeret gennemgang af metoden i MBH98
I dette afsnit gennemgåsmetoden iMBH98 i detaljer. Indledningsvis gives en beskrivel-
se af de benyttede data og de nødvendige antagelser der gøres. Herefter beskrives den
beregningsmæssige metode. Den punktvise nummerering i beskrivelsen af den bereg-
ningsmæssige metode, svarer til nummereringen af de første tre trin beskrevet i afsnit
3.2.
3.3.1 Data
Instrumentaldata I MBH98 indeles Jorden i et netværk på 5  5. Hvert således af-
grænset område kaldes her et måleområde1. Indenfor hvert måleområde findes et antal
målestationer. Fra hver målestation i måleområdet haves månedlige registreringer af
middeltemperaturen. Gennemsnittet af målingerne indenfor et måleområde giver en
tidsserie af månedlige temperaturer hørende til måleområdet. Disse beskrives af MBH
som næsten kontinuerlige [Mann et al., 1998, s. 780].
Netværket af instrumentaldata bruges til, over referenceperioden (1902-1980), at nå
frem til en simpel beskrivelse af tidsmæssige variationer i temperatur ved Jordens over-
flade. Dette opnås vha. PCA (se kapitel 2). Anvendelsen af PCA i MBH98 beskrives
nærmere i afsnittet herunder (afsnit 3.3.3).
Indikatordata Det ønskes imidlertid at rekonstruere temperaturen på Jorden flere
hundrede år tilbage i tiden. Da der kun findes større mængder instrumentaldata fra
omkring år 1850, er det nødvendigt også at bruge indikatordata til at estimere tempe-
raturen længere tilbage. De samlede indikatorer kaldes i MBH98 et ”multiproxy net-
work”. Vi vil kalde dem et indikatornetværk.
1I MBH98 kaldes disse ”gridpoints”.
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Figur 3.2 Figuren viser den overflademæssige fordeling af indikatordata anvendt til be-
stemmelse af temperaturen tilbage i tiden. Data fra træårringe symboliseres med et træ,
iskerne/smeltevandsmålinger symboliseres ved , koralmålinger symboliseres ved , lange
historiske optegnelser og lange instrumentale målinger (målinger fra før 1820) symboliseres
ved en  for temperaturmålinger og en  for nedbørsmålinger. Grupper af   symboliserer
PCer for tætte træårringsmålingsområder, hvor antallet af   symboler angiver antallet af
PCer. Farverne angiver hvor langt tilbage målingerne går, således angiver den røde farve, at
indikatordataene går tilbage til mindst 1820, den lyseblå farve 1800, den grønne 1750, den blå
1600, og den sorte 1400. Der kan være flere indikatordataserier fra samme målebeliggenhed,
f.eks. kan der fås flere måleserier fra samme iskerneboring [Mann et al., 1998, s. 780].
Generelt udgør hver serie af én type målinger, fra ét bestemt sted, én indikator. Således
udgør hver serie målinger af træårringe for en bestem træsort, et bestemt sted, en in-
dikator (se figur 3.2). I områder, hvorfra der findes mange måleserier af træårringe fra
samme træsort, anvendes PCA til bestemmelse af det dominerende variationsmønster
(bl.a. for nordamerikanske træåringsdata). Dette gøres for at få en overflademæssigt
mere homogen fordeling af disse indikatorer i indikatornetværket. I alt starter MBH
med 415 individuelle måleserier, men efter PCA på træårringsdata ender de med at ha-
ve 112 indikatorer (se appendiks B), som strækker sig tilbage til 1820. Jo længere man
kommer tilbage i tiden, jo færre indikatorer er der, som det ses i tabel 3.1 [Mann, 2005b].
MBH benytter også data fra enkelte direkte målinger af temperatur og nedbør, som
går længere tilbage end 1820, til deres indikatornetværk. Der findes 11 måleområder,
hvorfra der benyttes temperaturmålinger og 12måleområder, hvorfra der benyttes ned-
børsmålinger (se figur 3.2).
Datatransformation Alle data centreres ved at trække den tilhørende middelværdi
fra (se ligning (2.2)). Derefter standardiseres ved at dividere med den tilhørende stan-
dardafvigelse (se ligning (2.3)). Til sidst standardiseres igen ved at dividere med stan-
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Periode Antal indikatorer Antal måleserier
1820 - 1980 112 415
1800 - 1819 102 405
1780 - 1799 97 399
1760 - 1779 93 394
1750 - 1759 89 390
1730 - 1749 79 386
1700 - 1729 74 378
1600 - 1699 57 317
1500 - 1599 28 182
1450 - 1499 25 139
1400 - 1449 22 93
Tabel 3.1 Antallet af indikatorer og måleserier i forskellige tidsperioder [Mann, 2005b].
dardafvigelsen omkring den bedste rette linje gennem de centrerede og standardisere-
de data [Mann, 2005a]. Den sidste standardisering kaldes af MBH for en restandardise-
ring. Det bemærkes at centrering, standardisering og restandardisering af indikatordata
foretages med middelværdier og standardafvigelser, beregnet over referenceperioden
(1902-1980).
3.3.2 Antagelser
For at kunne anvende indikatordata til rekonstruering af temperaturen tilbage i tiden,
er der ifølge MBH mindst tre antagelser, som det er nødvendigt at gøre mht. sammen-
hængenmellem temperatur og indikatordata. I MBH98 gøres således følgende antagel-
ser [Mann et al., 1998, s. 780-781]:
a Den første antagelse er, at variationer i indikatordata er lineært relateret til et eller
flere variationsmønstre i instrumentaldata. Det betyder, at det antages at variationen
i tidsserien for enhver af indikatorerne har en lineær sammenhæng med variationen
i mindst én af de 1082 tidsserier for instrumentaldata som vil blive beskrevet i afsnit
3.3.3.
b Den anden antagelse er, at en relativt lille mængde indikatorer, som dog er overfla-
demæssigt bredt fordelt, tilsammen beskriver variationen i globale klimamønstre over
længere tid. Det antages med andre ord, at områder, der ikke er direkte repræsenteret
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i indikatornetværket, alligevel er indirekte repræsenteret ved klimamæssig sammen-
hæng med områder, som er. F.eks. hører fænomenet El Nin˜o til et bestemt område,
men El Nin˜o påvirker klimaet på et globalt plan.
c Den tredje og sidste antagelse er, at variationsmønstre, som findes i indikatordata,
har analoge variationsmønstre i de væsentligt kortere instrumentaldata. Man kan sige,
at det antages at variationsmønstre er ”stationære”. Det vil sige, at sammenhængen
mellem temperaturvariationer i forskellige områder, som findes i referenceperioden,
vil kunne genfindes tilbage i tiden.
3.3.3 Beregningsmæssig metode
1. Første skridt i MBH98 er at finde det dominerende variationsmønster for
instrumentaldata, altså det dominerende variationsmønster for temperaturen på Jord-
ens nordlige halvkugle, over referenceperioden. Dette gøres ved hjælp af PCA [Mann
et al., 1998, s. 781]. Data, der rekonstrueres ud fra, er dataserierne fra de ovenfor nævnte
måleområder (se afsnit 3.3.1). Dog fravælger MBH måleområder, hvorfra der mangles
instrumentaldata i sammenhængende perioder på 36måneder eller mere [Mann, 2005a,
s. 2]. Det betyder, at instrumentaldata tilbage til 1902 kendes fra 1082 måleområder, der
er fordelt over hele Jorden (se figur 3.3).
Figur 3.3 Grå områder viser de 1082 måleområder, hvor der er instrumentaldata tilbage til
1902. Sorte kvadrater viser de 219 måleområder, hvor der er instrumentaldata tilbage til 1854
[Mann et al., 1998, s. 780].
Selv om der overflademæssigt er store områder på Jorden, som ikke dækkes af måle-
områder, mener MBH, at der dækkes tilstrækkeligt til at give pålidelige estimater af
middeltemperaturen på den nordlige halvkugle [Mann et al., 1998, s. 799].
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Resultatet af PCA, som foretages påmånedsbasis, er empiriske egenvektorermed tilhø-
rende egenværdier og principale komponenter, der tilsammen beskriver temperaturen
ved Jordens overflade som funktion af tid og sted. Anvendelsen af PCA beskrives her-
under i detaljer. Der refereres til kapitel 2 for en generel forståelse af PCA.
Hver af de 1082 måleområders dataserie2 centreres, standardiseres og restandardiseres
[Mann, 2005a]3, som beskrevet i afsnit 3.3.1.
Hvert måleområdes dataserie vægtes med cosinus til dens centrale breddegrad [Mann
et al., 1998, s. 786] for at sikre, at variansen i datasættet vægtes proportionalt medmåle-
områdets areal. De centrerede, standardiserede og vægtede dataserier indsættes som
søjler i en matrix T , jf. ligning (2.44), dvs. der opstilles en matrix med 1128 (antal måne-
der) rækker og 1082 (antal måleområder) søjler. Man har således et overbestemt system.
Herefter udføres PCA. Resultatet af analysen er en dekomponering af matricen T til do-
minerende variationsmønstre beskrevet ved k empiriske egenvektorer med tilhørende
egenværdier og principale komponenter, jf. ligning (2.55):
T 
K¸
k1
λkukv
:
k (3.1)
hvor vk ifølge MBH98 er den empiriske ortogonalfunktion (10821matrix), der beskri-
ver det relative overflademæssige variationsmønster af den k’te egenvektor. uk er den
principale komponent (1128 1matrix), der beskriver den k’te egenvektors variations-
mønster over tid. λk er den singulære værdi og beskriver hvor stor en del af datasættets
totale varians, der er beskrevet i den k’te egenvektors retning4. Egenværdierne bereg-
nes altså i MBH98 som λ2k og normeres så de summerer til en, dvs.:
K¸
k1
λ2k
λ2
1
  λ2
2
  . . .  λ2K
 1 (3.2)
2. Der foretages enkeltvis kalibrering af indikatorer mod de dominerende variations-
mønstre for temperatur ved Jordens overflade bestemt under punkt 1. Kalibrering fo-
retages i praksis kun mod et udvalgt antal (Neofs) egenvektorer5. Kalibrering foretages
2Korrigeret for årstidsvariation. Hvordan dette præcist gøres bliver ikke forklaret i artiklen.
3Dette kan ikke ses ud af artiklen, men fremgår af en korrektion i forbindelse med programmet ”mul-
tiproxy” [Mann, 2004]
4I MBH98 er uk i ligning 3.1 transponeret. Vi mener at dette er en fejl og at det er vk, der skal transpo-
neres.
5Udvælgelsen, der ikke beskrives nærmere her, foretages ifølge [Mann et al., 1998] efter ”rule N” i
[Preisendorfer, 1988]
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på årsbasis over kalibreringsperioden (1902-1980), fordi indikatornetværket ikke repræ-
senterer eventuelle årstidsvariationer [Mann et al., 1998, s. 781].
Inden kalibreringen kan foretages, ekstrapoleres de indikatordataserier, som ikke går
helt frem til 1980. Dette gøres ved at ekstrapolere med sidste værdi [Mann, 2005b, s.
2]. Herefter centreres, standardiseres og restandardiseres dataserierne, som beskrevet i
afsnit 3.3.1. Efterfølgende opstilles for hver indikator ligningen:
U x  yppq (3.3)
hvor:
U 







u
p1q
1
u
p2q
1
. . . u
pNeofsq
1
u
p1q
2
u
p2q
2
. . . u
pNeofsq
2
...
...
...
u
p1q
N
u
p2q
N
. . . u
pNeofsq
N

Æ
Æ
Æ
Æ
Æ

(3.4)
Her er upkqn pn  1, . . . ,N , hvor N  1980  1902  79q det årlige gennemsnit af de
principale komponenter for den k’te vektor, det n’te år. Og
yppq 






y
ppq
1
y
ppq
2
...
y
ppq
N

Æ
Æ
Æ
Æ

(3.5)
er den centrerede og standardiserede tidsserie for den enkelte indikator, p.
Løsningen til ligningen er kalibreringsvektoren, x  Gppq. Denne bestemmes ved løs-
ning af det overbestemte optimeringsproblem ved hjælp af singulær værdi dekompo-
sition [Lawson, 1996]. Når x er bestemt for alle de anvendte indikatorer, kan kalibre-
ringsmatricen G opstilles:
G 







G
p1q
1
G
p1q
2
. . . G
p1q
Neofs
G
p2q
1
G
p2q
2
. . . G
p2q
Neofs
...
...
...
G
pP q
1
G
pP q
2
. . . G
pP q
Neofs

Æ
Æ
Æ
Æ
Æ

(3.6)
Her svarer hver række altså til en kalibreringsvektor og P er antallet af indikatorer.
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3. Kalibreringen gør det muligt bagefter at løse det inverse problem, nemlig at esti-
mere temperaturen bagud i tiden ved hjælp indikatornetværket. Denne rekonstruering
af temperaturen foretages ved at bruge alle tilgængelige indikatorer og ved brug af de
udvalgte Neofs egenvektorer fundet ved kalibreringen.
Rekonstrueringen foregår, ligesom kalibreringen, på årsbasis.G-matricen i ligning (3.6)
beskriver sammenhængen mellem indikatorerne og egenvektorerne, som igen beskri-
ver temperaturen. Tilbage i tiden haves værdierne af indikatorerne i år j:
y
pjq








y1
pjq
y2
pjq
...
yP
pjq

Æ
Æ
Æ
Æ
Æ

(3.7)
De rekonstruerede principale komponenter (RPCer) kan så findes ved hjælp af løsnin-
gen, z, til ligningen:
G z  y
pjq
(3.8)
z vil her være en estimering af Neofs principale komponenter i år j.
Når ligning (3.8) løses for alle år fås så en årlig serie af estimater. Af disse bestemmes
RPCerne. Variationen i temperaturen tilbage i tiden kan så findes ved hjælp af:
Tˆ 
Neofs
¸
k1
λkuˆkv
:
k (3.9)
Da vk og λk er de samme som i ligning (3.1), er det altså muligt at finde værdierne i
matricen Tˆ og dermed at bestemme estimater for temperaturen tilbage i tiden6. Resul-
tatet ses i figur 3.4.
Det skal til sidst nævnes, at tilbageskrivningen af temperaturen i MBH98 foregår over
11 delperioder, der er opskrevet i tabel 3.1. Dette gøres fordi antallet af indikatorer,
som tidligere beskrevet, er aftagende bagud i tiden. Således er P  112 i den første
delperiode (1820-1980), P  102 i den anden delperiode (1800-1820) osv.
6I MBH98 er uk i ligning 3.9 transponeret. Vi mener at dette er en fejl og at det er vk, der skal transpo-
neres.
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Figur 3.4 Rekonstruering af middeltemperaturen for Jordens nordlige halvkugle. Temperaturen
bagud i tiden findes ved indsættelse af de beregnede RPCer i udtrykket for Tˆ (ligning 3.9).
Linjen, der går igennem nulpunktet, svarer til middelværdien for perioden 1902-1980 [Mann
et al., 1998, s. 783].
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4 Kritik af MBH98
I dette afsnit vil vi give en kort introduktion til nogle af de kritikpunkter, som forskellige
forskergrupper har fremsat i forhold til MBH98. Herefter vil vi gå i dybden med det
kritikpunkt, som vi har udvalgt. Det drejer sig om kritikken af datatransformationen,
der som en del af PCA foretages på nordamerikanske træårringsdata.
4.1 Generel kritik
Vi vil i dette afsnit give en generel introduktion til kritikken af MBH98. Kritikken af
artiklen kommer fra flere forskergrupper [Legates, 2004]. Vi vil her kort præsenterer
kritikken fra tre af disse.
En tysk forskergruppe under ledelse af professor Hans von Storch fra universitetet i
Hamburg mener at MBHs Hockey Stick kurve er misvisende, og at den metode, som
danner grundlag for kurven, har reduceret fortidens klimavariationer kraftigt. Et af de
væsentligste kritikpunkter i den forbindelse er, at den lille istid og den varme periode i
middelalderen, ikke kommer til udtryk på kurven [von Storch et al., 2004]. MBHmener,
i modsætning til von Storch et al., at den lille istid og den varme periode i middelalde-
ren ikke var globale fænomener, men derimod kun kunne ses lokalt [Grønli, 2004].
Hans von Storch et al. har ladet en global klimamodel simulere klimaet tilbage til år
1000 og således også beregnet Jordens middeltemperatur i samme periode. Denne mo-
del giver en simulering af temperaturen, som ikke nødvendigvis er korrekt, men som
ifølge von Storch et al. kan bruges til at vurdereMBHsmetode til rekonstruering af tem-
peraturen. Ud fra modellen dannes kunstige indikatordata fra de områder som svarer
til MBHs måleområder. Disse dannes ved at lægge støj på temperaturerne for at simu-
lere den påvirkning af indikatorerne, som ikke skyldes temperaturpåvirkninger. Ved
hjælp af disse kunstige indikatordata og MBHs metode rekonstrueres temperaturen
over de seneste 1000 år. Von Storch et al. finder, at denne rekonstruktion ikke svarer til
simulering af temperaturen med deres egen model.
Hans von Storch og hans gruppe konkluderer derfor, at MBHs metode til at rekonstru-
ere temperaturen resulterer i forkerte resultater, som giver langt mindre klimavariatio-
ner, end der i virkeligheden har været [von Storch et al., 2004].
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En anden forskergruppe bestående afWillie Soon og Sallie Baliunas, som begge er ansat
ved Harvard University, Institut for astrofysik, har i artiklen [Soona & Baliunas, 2003a]
analyseret 236 dataserier fra indikatorer. Heraf indeholdt 112 indikatorer, fordelt over
hele Jorden, informationer om den lille istid og 124 indikatorer indeholdt informationer
om den varme periode i middelalderen. Konklusionen heraf er, at den varme periode i
middelalderen og senere den lille istid ikke var lokale fænomener, der var begrænsede
til Europa og Nordamerika, men faktisk var globale fænomener, modsat af hvad MBH
hævder [Soona & Baliunas, 2003b]. På den baggrund er det 20. århundredes tempera-
turstigning ikke usædvanlig eller ekstrem i forhold til de foregående 900 år, sådan som
MBH hævder i deres artikler.
Soon og Baliunas kigger også nærmere på de indikatordata, sombliver anvendt afMBH
til rekonstruering af middeltemperaturen på den nordlige halvkugle. Deres udgangs-
punkt er, at nogle af indikatorerne er for usikre at anvende som mål for temperaturen.
Dette gælder især MBHs anvendelse af træårringsmålinger som indikatorer i deres mo-
del. Soon og Baliunas mener ikke, at der er en direkte sammenhæng mellem træårrin-
genes tykkelse og temperaturen. Når træerne vokser langsomt, skyldes det ikke nød-
vendigvis, at det har været koldt, men der kan f.eks. have været for lidt nedbør [Soona
& Baliunas, 2003b].
Endnu en gruppe, bestående af StephenMcIntyre og Ross McKitrick, kritiserer MBH98
(se afsnit 4.2). Da disse to forskere gennemgik MBHs metode og data for selv at repro-
ducere resultaterne, opdagede de alvorlige problemer i MBHs arbejde. Fejlene i mo-
dellen er ifølge M&M så alvorlige, at den ikke kan bruges til korrekt rekonstruktion af
temperaturen. Derfor konkluderer M&M at påstanden om, at 1990erne skulle være det
varmeste årti og 1998 det varmeste år i det seneste årtusinde, er uden belæg.
Mere præcist går kritikken på, at Hockey Stick kurven er et produkt af dårlig da-
tabehandling, brug af forældede data og ukorrekt anvendelse af PCA [McIntyre &
McKitrick, 2003], [McIntyre & McKitrick, 2005b]. Det sidste vil blive forklaret i afsnit
4.2.
En del af fejlene er, iflg. M&M, registreringsfejl, for eksempel er nogle af målingerne
blevet tilskrevet et forkert årstal eller en forkert lokalitet. Endvidere skriver M&M, at
nogle af måleserierne er blevet forkortet uden grund. For eksempel er den historiske
temperaturmåleserie for Centraleuropa afskåret ved 1550, selvom dataserien er tilgæn-
gelig tilbage til år 1525. M&Mmener, at denne forkortelse af dataserien skyldes, at MBH
ønskede at fjerne de data, som viste de varmeste temperaturer [McIntyre & McKitrick,
2003].1
M&M har rettet fejlene, som de har fundet i data og metode, og har derefter selv lavet
1I [Mann et al., 2004] har MBH dog forklaret at temperaturdataserien faktisk bliver brugt helt tilbage
til 1525 og ikke 1550.
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beregningerne ved brug af den samme overordnede metode somMBH98. Resultaterne
er i modstrid med MBH98 og kurven er ikke længere Hockey Stick formet [McIntyre &
McKitrick, 2003]. På figur 4.1 ses forskellen på resultaterne.
Figur 4.1 MBHs Hockey Stick kurve (blå), og M&Ms kurve (rød) [McIntyre &McKitrick, 2003],
[McIntyre & McKitrick, 2005d].
4.2 McIntyre og McKitricks kritik
I dette afsnit vil vi først præsentere M&M og derefter se på et af kritikpunkterne, som
de fremsætter i deres artikler [McIntyre &McKitrick, 2005b] og [McIntyre &McKitrick,
2005c]. I disse artikler kritiseres MBH bl.a. for den datatransformation som foretages i
forbindelsen med PCA på træårringsdata.
4.2.1 McIntyre og McKitrick
StephenMcIntyre og RossMcKitrick har de seneste år sammen arbejdet på at påvise, at
MBHs Hockey Stick kurve ikke giver et retvisende billede af temperaturudviklingen.
Årsagen er ifølge M&M blandt andet fejlagtig brug af data og matematiske metoder.
De fremhæver i artiklen [McIntyre & McKitrick, 2005b] at deres forskning ikke er øko-
nomisk støttet, men bliver udført udelukkende af personlig interesse.
Stephen McIntyre har arbejdet med mineraludforskning i mere end 30 år. Han har
også beskæftiget sig med politik og været politisk analytiker i Canada. McIntyre har en
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bachelorgrad i matematik fra University of Toronto, derefter har han studeret filosofi,
politik og økonomi ved University of Oxford. De seneste år har McIntyre beskæftiget
sig med klimarelaterede emner. Ifølge ham selv har de mange års erfaringer inden for
mineraludforskning givet ham en god viden omkring behandling af rådata og verifika-
tion af data. Derfor fangede MBH98 hans interesse, både på grund af behandlingen af
rådata og anvendelsen af matematik [Climate2003, 2005].
Ross McKitrick har en Ph.D. i økonomi fra University of British Columbia. Han har
siden 1996 været ansat som professor ved det økonomiske institut på University of Gu-
elph, hvor han er specialiseret bl.a. inden for miljøøkonomi. Hans forskningsområde
inkluderer modellering af forholdet mellem økonomisk vækst og forurening, herun-
der måling af klimaændringer og anvendelse af statistiske metoder i palæoklimatologi
[McKitrick, 2005].
4.2.2 Detaljeret gennemgang af M&Ms kritik af MBH98
Som beskrevet i afsnit 3.3 bruger MBH PCA til at finde det dominerende variations-
mønster i træårringsdataene i de måleområder, hvorfra der findes mange af disse. I
MBH98 beskrives den benyttede PCA som konventionel PCA [Mann et al., 1998, s. 786].
I konventionel PCA centreres data ved for hver dataserie at trække dennes middelvær-
di, over hele den benyttede periode, fra, som beskrevet i afsnit 2.2. Det er dog ikke det
MBH gør. MBH transformerer data ved at centrere omkring perioden 1902-1980, yder-
ligere standardiserer de ved at dividere med standardafvigelserne for samme periode.
Til sidst danner de den bedste rette linje gennem de centrerede og standardiserede data
og restandardiserer ved at dividere med standardafvigelse fra linjen, se afsnit 3.3.1.
M&Ms kritik går altså på, at MBH foretager en anden datatransformation end den de
skriver de foretager. MBH gør altså ifølge M&M to fejl undervejs, dels benytter de mid-
delværdier fra en forkert periode og dels standardiserer de unødvendigt.
På figur 4.2 ses den første principale komponent (PC1) for de nordamerikanske træår-
ringsdata beregnet med og uden brug af MBHs datatransformation.
Fejlen i MBHs datatransformation bliver ifølge M&M ikke afgørende så længe data-
seriens middelværdi i referenceperioden ligger tæt op ad middelværdien for hele må-
leperioden. Hvis der derimod er forskel på de to middelværdier kan dataserierne have
form som en Hockey Stick. Forstået på den måde, at middelværdien for referencepe-
rioden vil ligge enten over eller under middelværdien for resten af perioden (se figur
4.2). Når den forkertemiddelværdi trækkes fra vil de centrerede datapunkter ikke være
centreret omkring nul, dvs. middelværdien vil ikke være nul. Det må betyde, at afvigel-
serne vil blive større og dermed vil variansen også forstørres. Da man ved PCA vægter
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dataserierne ud fra størrelsen af deres varians, vil denne transformation betyde, at da-
taserier som i forvejen har form som en Hockey Stick vil blive vægtet mere end dem
som ikke har (altså de serier, hvor middelværdien fra 1902-80 næsten er den samme
som fra 1400-1980).
Figur 4.2 Øverst ses PC1 for nordamerikanske træårringsdata beregnet som i [Mann et al.,
1998]. Nederst ses PC1 beregnet uden MBHs transformation, hvor der centreres over perioden
1400-1980 og der ikke standardiseres og restandardiseres. Begge PC1ere standardiseres derefter
over perioden 1902-1980 [McIntyre & McKitrick, 2005a], [McIntyre & McKitrick, 2005b].
For at vise denne uhensigtsmæssige egenskab ved MBHs metode efterprøver M&M
metodenmed rød støj2. Det vil sige, at de efterprøvermetoden på data, hvor de er sikre
på der ingen tendens er.
De bruger så MBHs metode på dette konstruerede netværk. M&M introducerer et
Hockey Stick indeks, som et mål for, hvorvidt en dataserie har Hockey Stick form.
Hockey Stick indekset angiver forskellen mellem middelværdien for perioden 1902-
1980 og for perioden 1400-1980 i antal standardafvigelser over perioden 1400-1980.
De siger så, at man har en opadvendtHockey Stick formet kurve, når datamaterialet har
et indeks på 1 og derover, og en nedadvendt Hockey Stick formet kurve, når datama-
terialet har et indeks på -1 og derunder. De kommer frem til, at MBHs metode næsten
hver gang resulterer i en PC1 med et Hockey Stick indeks som er numerisk større end
1 og dermed vil kurven for den have en Hockey Stick form (se figur 4.3). M&M kon-
kluderer ud fra deres beregninger, at ved benyttelse af MBHs transformation opnås en
Hockey Stick kurve 99 % af gangene, når metoden anvendes på rød støj. Derimod, h-
vis beregningerne laves uden anvendelse af MBHs transformation fås en Hockey Stick
lignende kurve kun 15 % af gangene [McIntyre & McKitrick, 2005b].
2Vi vil ikke komme nærmere ind på rød støj.
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Figur 4.3 M&M har ud fra rød støj udført 10.000 simuleringer og har fundet tilhørende PC1er.
Øverst ses fordelingen af Hockey Stick indekset uden brug af MBHs datatransformation.
Nederst ses fordelingen af Hockey Stick indekset ved brug af transformationen [McIntyre &
McKitrick, 2005b].
5 PCA på nordamerikanske træårringsdata
I dette kapitel vil vi se nærmere på kritikken af MBH98 angående brugen af PCA på
nordamerikanske træårringsdata. Dette kritikpunkt blev introduceret i afsnit 4.2.2.
Kapitlet indeholder en gennemgang af programmet ”pca_noamer”, som er det pro-
gram MBH bruger til at foretage PCA på træårringsdata, der kommer fra områder,
hvorfra der findes mange måleserier af træårringe fra samme træsort (se afsnit 3.3.1).
Desuden indeholder kapitlet resultater af egne beregninger.
5.1 Beskrivelse af programmet ”pca_noamer”
Programmet, som er anvendt af MBH til PCA på nordamerikanske træårringsdata,
findes på Manns ftp-site og hedder ”pca_noamer” og er vedlagt i appendiks C [Mann,
2005c]. Programmet er skrevet i FORTRAN (77), og består af et hovedprogram og en
subroutine, som kaldes af hovedprogrammet. I det følgende beskrives, hvad program-
met gør.
1) Definition af parametre og variable
I hovedprogrammet defineres først alle parametre og variable. Parametre omfatter bl.a.
det maksimale antal principale komponenter, som programmet kan beregne og det
maksimale antal indikatordata, som programmet kan regne på.
Variable omfatter f.eks. matricen ”aprox”, der bruges til at gemme indikatordata. Vek-
toren ”weightprx” anvendes til at gemme vægte (cosinus til den centrale breddegrad)
for indikatordata. Endelig nævnes her vektorerne ”proxave” og ”sdprox”, der bruges
til at gemme beregnede gennemsnit henholdsvis standardafvigelser for indikatordata.
Vigtige parametre og variable ses i tabel 5.1.
2) Definition af grænser for datasæt
Den enkelte dataserie består af sammenhørende årstal og data for en indikator. Det en-
kelte dataserie strækker sig således over et tidsrum. Dette tidsrum begrænses til peri-
oden 1400-1980. Desuden defineres kalibreringsperioden (1902-1980, se afsnit 3.2).
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Navn Type Tal/bogstav Anvendelse
ipcmax Parameter Heltal Maksimale antal principale komponenter
maxproxy Parameter Heltal Maksimale antal indikatordataserier
itrainmin0 Variabel Heltal Nedre grænse for kalibreringsperioden
aprox Variabel Reelle tal Matrix til indikatordataserier
weightprx Variabel Reelle tal Vektor til indikatorvægte
nome Variabel Bogstaver Vektor til indikatornavne
proxave Variabel Reelle tal Vektor til gennemsnit for indikatordata
sdprox Variabel Reelle tal Vektor til standardafvigelse for indikatordata
AA Variabel Komplekse tal Matrix til udvalgte indikatordataserier
eigen Variabel Reelle tal Vektor til normerede egenværdier
UU Variabel Komplekse tal Matrix til principale komponenter
VV Variabel Komplekse tal Matrix til egenvektorer
Tabel 5.1 Vigtige parametre og variable i programmet ”pca_noamer”.
3) Indlæsning af indikatordata
Indlæsning af indikatordata foretages i to skridt. Først indlæses en fil, der indeholder
en liste med sammenhørende indikatornavne og indikatorvægte, som gemmes i vekto-
rerne ”nome” og ”weightprx”. Man kan sige, at dette er indlæsningen af det samlede
datasæts rumlige udstrækning.
Herefter indlæses data for hvert af de gemte indikatornavne. For hvert navn indlæ-
ses en fil, der indeholder en liste med sammenhørende årstal og indikatordata, som
gemmes i matricen ”aprox”. Man kan sige, at dette er indlæsningen af det samlede da-
tasæts tidsmæssige udstrækning. Hver søjle i ”aprox” indeholder nu indikatordata for
et indikatornavn. Hermed er det samlede indikatordatasæt indlæst og gemt i matricen
”aprox”.
Indlæsningen efterfølges af ekstrapolation af data for indikatornavne, der ikke stræk-
ker sig over hele perioden frem til 1980 (se afsnit 3.3.3). Hermed udfyldes evt. tomme
pladser i matricen ”aprox”.
4) Centrering af indikatordata
For hvert indikatornavn beregnes nu gennemsnit af indikatordata over kalibreringspe-
rioden. Det bemærkes, at hvert gennemsnit beregnes over kalibreringsperioden og ikke
over hele perioden 1400-1980. De beregnede gennemsnit gemmes i vektoren ”proxave”.
For hvert indikatornavn trækkes gennemsnittet herefter fra i hele den tilsvarende søjle
i matricen ”aprox” med indikatordata. Efter denne operation findes anomalierne for
indikatordata (se ligning (2.43)) i søjlerne i matricen ”aprox”.
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5) Standardisering af indikatordata
Nu beregnes for hvert indikatornavn standardafvigelsen af indikatordata over kalibre-
ringsperioden. Det bemærkes, at hver standardafvigelse beregnes over kalibreringspe-
rioden og ikke over hele perioden 1400-1980. De beregnede standardafvigelser gemmes
i vektoren ”sdprox”.
For hvert indikatornavn divideres herefter med standardafvigelsen i hele den tilsva-
rende søjle i matricen ”aprox”, der indeholder anomalier for indikatordata. Efter denne
operation findes de standardiserede anomalier for indikatordata i søjlerne i matricen
”aprox”.
6) Restandardisering af indikatordata
For hvert indikatornavn beregnes den rette linje, som ligger tættest på de standardisere-
de anomalier for indikatordata. Herefter beregnes for hvert indikatornavn standardaf-
vigelsen for de standardiserede indikatordataanomalier om den rette linje. Det bemær-
kes, at hver standardafvigelse beregnes over kalibreringsperioden og ikke over hele
perioden 1400-1980. De beregnede standardafvigelser gemmes i vektoren ”sdprox2”.
For hvert indikatornavn divideres herefter med standardafvigelsen for de standardise-
rede indikatordataanomalier om den rette linje. Efter denne operation findes de restan-
dardiserede indikatordataanomalier i søjlerne i matricen ”aprox”.
7) Udvælgelse af indkatordataserier, som skal anvendes til PCA
Der læses fra tastatur, hvilket årstal indikatordataserier mindst skal datere tilbage til.
Herefter udvælges indikatornavne, som opfylder dette kriterium. Udvalgte indikator-
navne skrives til en fil. Det udvalgte antal indikatornavne skrives til skærm.
8) Opstilling af matrix med udvalgte, restandardiserede indikatordataanomalier
For hvert af de udvalgte indikatornavne (som læses i fil) gemmes restandardiserede
indikatordataanomalier i en søjle i matricen ”AA” (værdierne gemmes som komplekse
tal med imaginær del lig nul).
9) Dekomposition til singulær værdier
Nu kaldes subroutine ”CSVD” med matricen ”AA”. Denne subroutine udfører dekom-
position til singulær værdier af en kompleksmatrix. Subroutine ”CSVD” beskrives ikke
nærmere her.
Singulærværdierne gemmes i vektoren ”S”. Egenvektorerne gemmes i matricen ”VV”
og de principale komponenter gemmes i matricen ”UU”.
10) Skrivning til filer
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De normerede egenværdier beregnes af realdelen af singulærværdierne og gemmes
i vektoren ”eigen”. Derefter skrives egenværdierne til filen ”eigen.out”, de princi-
pale komponenter skrives til filerne ”pc##.out” og egenvektorerne skrives til filerne
”eof##.out”, hvor ## betegner et tal mellem 1 og antallet af egenværdier.
5.2 Beregninger
I dette afsnit præsenteres resultater af egne beregninger. Det ønskes at nå frem til resul-
tater, der kan bidrage til grundlaget for en diskussion af kritikken af Hockey Stick kur-
ven i forbindelsemed transformation af nordamerikanske træårringsdata (se afsnit 4.2).
Vi har valgt at gøre følgende:
1) Hockey Stick kurven rekonstrueres.
2) PCA udføres på nordamerikanske træårringsdata med transformation af data på
samme måde som foretaget i MBH98.
3) Hockey Stick kurven og PC1 for nordamerikanske træårringsdata sammenlignes.
4) PCA udføres på nordamerikanske træårringsdata med tre alternative datatransfor-
mationer.
5) Betydningen af den ændrede datatransformation undersøges ved sammenligning af
de forskellige PC1er beregnet med alternative datatransformationer.
Vi vil i afsnittet benytte Hockey Stick indekset, defineret af M&M (se afsnit 4.2).
5.2.1 Rekonstruktion af Hockey Stick kurven
På Manns ftp-site findes den fulde FORTRAN (77) kode [Mann, 2004], som er anvendt
af MBH til implementering af metoden beskrevet i MBH98 (se afsnit 3.2 og afsnit 3.3).
Det var vores hensigt at anvende den fulde FORTRAN kode til at rekonstruere Hockey
Stick kurven. Herefter var det hensigten at ændre i koden for at undersøge betydningen
for den rekonstruerede temperaturkurve af en ændret datatransformation. Desværre er
det ikke umiddelbart muligt at anvende den fulde FORTRAN kode, fordi de nødven-
dige data filer ikke er tilgængelige. At skabe disse data filer ligger desværre udenfor de
tidsmæssige grænser for dette projekt.
Det har derfor været nødvendigt at rekonstruereHockey Stick kurven på anden vis. Der
henvises på MBHs ftp-site til en uafhængige kode, der er skrevet i statistikprogrammet
”R” af E. R. Wahl og C. M. Ammann [Wahl & Ammann, 2005a], [Wahl & Ammann,
2005b]. Dette program er i stedet anvendt til rekonstruktion af Hockey Stick kurven.
Resultatet ses i figur 5.1. Det skal bemærkes, at det anvendte program på enkelte punk-
ter er en simplificering af MBHs fulde FORTRAN kode [Wahl & Ammann, 2005c].
5.2 Beregninger 41
Figur 5.1 Temperaturanomali, rekonstrueret ved brug af [Wahl & Ammann, 2005a]. Denne
kurve svarer til MBHs Hockey Stick kurve. 0-linjen svarer til middelværdien over perioden
1902-1980. Den fede kurve viser 50 års løbende gennemsnit.
Det ses, at den rekonstruerede temperaturanomalikurve er i god overensstemmelse
med MBHs Hockey Stick kurve vist på figur 3.4.
5.2.2 PCA med transformation af data som i MBH98
MBH anvender FORTRAN programmet ”pca_noamer” (se afsnit 5.1) til PCA på nord-
amerikanske træårringsdata. Programmet er i nærværende projekt anvendt til rekon-
struktion af MBHs beregninger, dvs. med centrering, standardisering og restandar-
disering af data over kalibreringsperioden (1902-1980). Resultatet er en beskrivelse
af variationen i nordamerikanske træårringsdata ved egenværdier, egenvektorer og
principale komponenter (som beskrevet i kapitel 2). I figurerne herunder ses dels sum-
merede, normerede egenværdier (figur 5.2), dels PC1 (figur 5.3).
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Figur 5.2 Summerede, normerede egenværdier for nordamerikanske træårringsdata, beregnet
vha. MBHs datatransformation.
Figur 5.3 PC1 for nordamerikanske træårringsdata, beregnet vha. MBHs datatransformation.
Det ses i figur 5.2, at den første normerede egenværdi er næsten 0,4. Dvs. ifølge den
udførte PCA kan næsten 40 % af variationen i de nordamerikanske træårringsdata for-
klares ved variationen i retningen for den første egenvektor. I denne retning er den
tidsmæssige variation beskrevet ved variationen i PC1, der ses på figur 5.3 og har et
Hockey Stick indeks på 1,6 og dermed er Hockey Stick formet.
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5.2.3 Betydningen af PC1 for Hockey Stick kurven
Betydningen af PC1 for nordamerikanske træårringsdata (beregnet ved PCA med cen-
trering, standardisering og restandardisering af data som foretaget i MBH98, dvs. over
kalibreringsperioden 1902-1980) for Hockey Stick kurven undersøges. Dette gøres ved
simpel lineær regression (efter mindste kvadraters metode). Resultatet ses i figur 5.4.
Figur 5.4 Rekonstrueret temperaturanomali vs. PC1 for nordamerikanske træårringsdata,
beregnet vha. MBHs datatransformation.
Det ses af figur 5.4, at determinationskoefficienten er 0,42 og dermed kan 42 % af
variationen i Hockey Stick kurven forklares ved variationen i PC1 for nordamerikanske
træårringsdata. For at denne konklusion er gyldig, er der dog visse forudsætninger,
som skal være opfyldt [Andersen et al., 2001, s. 239-242]. Disse er forudsætninger om
linearitet, konstant restledsvarians og ukorrelerede restled. Derfor udfører vi model-
kontrol for at sikre, at den estimerede lineære sammenhæng mellem PC1 for nord-
amerikanske træårringsdata og temperaturanomalier giver en acceptabel beskrivelse
af sammenhængen mellem de to størrelser. Denne modelkontrol udføres vha. residual-
diagrammer, som ses i figur 5.5, figur 5.6 og figur 5.7.
Linearitetsantagelsen vurderes på grundlag af figur 5.5. Det ses af figuren, at residua-
lerne for temperaturanomalierne varierer uafhængigt af værdien for PC1. Betingelsen
for linearitet mellem PC1 og temperaturanomalierne antages derfor at være opfyldt.
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Figur 5.5 Residualer for rekonstruerede temperaturanomalier vs. PC1 for nordamerikanske
træårringsdata, beregnet vha. MBHs datatransformation
Forudsætningen om konstant restledsvarians vurderes ud fra figur 5.6. Det ses af figu-
ren, at residualerne for temperaturanomalierne varierer uafhængigt af niveauet for de
tilpassede værdier for temperaturanomalier 1. Betingelsen om konstant restledsvarians
antages derfor at være opfyldt.
Figur 5.6 Residualer for rekonstruerede temperaturanomalier vs. tilpassede temperaturano-
malier, beregnet vha. MBHs datatransformation.
Endelig vurderes på grundlag af figur 5.7, at der ikke er en tidsmæssig afhængighed
1De tilpassede temperaturanomalier er fundet ved at indsætte værdierne for PC1 i det estimerede line-
ære udtryk for sammenhængen mellem PC1 og temperaturanomalierne fundet i figur 5.4.
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mellem restleddene. Restleddene antages dermed ukorrelerede.
Figur 5.7 Residualer for rekonstruerede temperatur anomalier, beregnet vha. MBHs datatrans-
formation.
Modelkontrollen viser, at betingelserne er opfyldt for, at den lineære sammenhængmel-
lem PC1 for nordamerikanske træårringsdata og temperaturanomalier giver en accep-
tabel beskrivelse af sammenhængen mellem de to størrelser. Konklusionen er at 42 %
af variationen i MBHsHockey Stick kurve kan forklares ved variationen i deres PC1 for
nordamerikanske træårringsdata.
5.2.4 Alternativ transformation
Betydningen af alternativ data transformation (centrering, standardisering og restan-
dardisering) for resultatet af PCApå nordamerikanske træårringsdata undersøges.Det-
te gøres for at kunne vurdere, hvad der har betydning for resultatet af PCA - hoved-
sagligt for PC1. Er det perioden, der transformeres over, er det standardiseringen eller
er det restandardiseringen? PCA udføres således med modificerede udgaver af MBHs
program ”pca_noamer” for følgende tre scenarier:
Scenarie 1) Centrering, standardisering og restandardisering af data over perioden
1400-1980.
Scenarie 2) Centrering og standardisering af data over perioden 1400-1980 (ingen re-
standardisering).
Scenarie 3) Centrering af data over perioden 1400-1980 (ingen standardisering og in-
gen restandardisering). Dette svarer til konventionel PCA og beregninger foretaget af
M&M [McIntyre & McKitrick, 2005b].
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Resultatet af beregningerne er tre forskellige sæt af egenværdier, egenvektorer og
principale komponenter. I figur 5.8-5.10 præsenteres PC1 for de tre scenarier.
Figur 5.8 Scenarie 1. PC1 for nordamerikanske træårringsdata med centrering, standardisering
og restandardisering over perioden 1400-1980.
Figur 5.9 Scenarie 2. PC1 for nordamerikanske træårringsdata med centrering og standardise-
ring over perioden 1400-1980 (ingen restandardisering).
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Figur 5.10 Scenarie 3. PC1 for nordamerikanske træårringsdata med centrering over perioden
1400-1980 (ingen standardisering og restandardisering).
5.2.5 Betydningen af den ændrede datatransformation
Som det ses af figur 5.8-5.10 og tabel 5.2, fås en Hockey Stick formet PC1 for nord-
amerikanske træårringsdata i scenarie 1, men ikke i scenarie 2 og 3. Dog er Hockey
Stick formen i scenarie 1 mindre udpræget end for metoden anvendt i MBH98 (se af-
snit 5.3). 50 års løbende gennemsnit for alle PC1erne ses i figur 5.11.
Ud fra tabel 5.2 kan det ses, at det har stor betydning for PC1, hvis man ændrer på
perioden der centreres, standardiseres og restandardiseres over. Hvis denne periode
ændres fra 1902-1980 til 1400-1980, falder Hockey Stick indekset fra 1,6 til 1,0. Dermed
er kurven for PC1 stadig Hockey Stick formet, men i langt mindre grad.
Det ses, at hvis man herudover også undlader restandardiseringen, så falder Hockey
Stick indekset til 0,8. Kurven er derfor ikke længereHockey Stick formet ifølge indekset,
men har dog stadig en tendens til stigning efter år 1850.
Hvis der derudover også undlades standardisering falder Hockey Stick indekset til 0,3
og kurven for PC1 er dermed ikke længere Hockey Stick formet.
For de tre scenarier bemærkes det, at den første normerede egenværdi ermindre end for
metoden anvendt i MBH98. Således repræsenterer variationen i PC1 for de tre scenarier
alle mindre end 20 % af variationen i de nordamerikanske træårringsdata. Derfor er de
første ti principale komponenter for scenarie 3 (det scenarie, hvor der tydeligvis ikke
fås enHockey Stick formet PC1) præsenteret i appendiks D. Variationen i disse ti princi-
pale komponenter repræsenterer tilsammen 63 % af variationen i de nordamerikanske
træårringsdata.
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Figur 5.11 Sammenligning af 50 års løbende gennemsnit af PC1 for nordamerikanske træår-
ringsdata. MBH98 (blå), scenarie 1 (rød), scenarie 2 (grøn) og scenarie 3 (lyserød).
Datatransformation Hockey Stick indeks for PC1 Normeret egenværdi nr. 1
MBH98 1,6 0,38
Scenarie 1 1,0 0,17
Scenarie 2 0,8 0,17
Scenarie 3 0,3 0,19
Tabel 5.2 Hockey Stick indeks for PC1 ved MBHs transformation og de tre alternative
transformationer af nordamerikanske træårringsdata.
Det ses i appendiks D, at ud af de første ti principale komponenter i scenarie 3, er
det kun PC4, der er Hockey Stick formet (Hockey Stick indeks 1,2). Variationen i den
principale komponent repræsenterer 7 % af variationen i de nordamerikanske træår-
ringsdata. Det kan dermed konkluderes, at for scenarie 3 findes Hockey Stick formen
kun på principale komponenter, hvis variation repræsenterer en lille del af variationen
i de nordamerikanske træårringsdata.
6 Diskussion
IfølgeMBH spiller træårringsdata en stor rolle for deres rekonstruktion af temperaturen
på Jordens nordlige halvkugle tilbage i tiden. Dette er også tydeligt af oversigten over
de 112 indikatorer, som MBH bruger i deres rekonstruktion (se appendiks B). Her ses
det, at der ud af 112 indikatorer er 61 indikatorer, som stammer fra træårringsmålinger.
Vi har i afsnit 5.2 undersøgt sammenhængenmellem den rekonstruerede temperatur og
PC1 fra nordamerikanske træårringsdata 1. Det har af denne undersøgelse vist sig, at 42
% af variationen i den rekonstruerede temperatur kan forklares ved variationen i PC1
fra nordamerikanske træårringsdata. Det er altså klart at træårringsdata, og specielt de
nordamerikanske, er vigtige for MBHs temperaturrekonstruktion.
Dette mener de to kritikere M&M også. De har derfor set på MBHs PCA på træår-
ringsdata og har fundet, at MBH foretager en transformation af data, som ifølge M&M
ikke er i overensstemmelse med konventionel PCA. MBHs transformation består, som
beskrevet i afsnit 4.2, blandt andet i centrering af data omkring middelværdien for peri-
oden 1902-1980 i stedet for centrering af data over hele perioden 1400-1980. Dette med-
fører ifølge M&M, at hvis middelværdierne for de to perioder ikke er ens, vil variansen
for data centreret over de to perioder være forskellig. Således vil variansen for data-
serier centreret omkring perioden 1902-1980 være større og dermed vil denne trans-
formation betyde, at dataserier, der har form som en Hockey Stick, vægtes højere end
dataserier som ikke har. Det vil altså medføre, at PCerne fra PCAer på træårringsdata,
vil have tendens til at blive afbilledet ved en Hockey Stick kurve. Dermed gælder det-
te også for de nordamerikanske træårringe. I artiklen [McIntyre & McKitrick, 2005b]
viser M&M, at denne PC1 netop har en Hockey Stick form (se figur 4.2 og afsnit 4.2).
Da variationen i træårringsdata beskriver en stor del af variationen i temperaturen, vil
temperaturkurven også blive påvirket af transformationen. Transformationen af træ-
årringsdata fra Nordamerika vil altså være en del af forklaringen på at kurven over
middeltemperaturanomalier på Jordens nordlige halvkugle får en Hockey Stick form.
I figur 5.3 har vi genskabt MBHs PC1 ved hjælp af deres program ”pca_noamer”. Her-
efter har vi beregnet PC1 for tre scenarier beskrevet i afsnit 5.2.4. Resultaterne er af-
1Vi har ikke, ud fra de 112 indikatorer i appendiks B, kunnet se præcis hvilken af indikatorerne der her
er tale om.
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billedet i figur 5.11. Ud fra figuren ses det, at PC1 beregnet ud fra MBHs datatrans-
formation får en Hockey Stick formet kurve. Denne PC1 beskriver 38 % af variationen
i de nordamerikanske træårringsdata. Og som skrevet ovenfor har træårringsdataene
stor betydning for temperaturkurvens udseende og altså har specielt denne PC1 stor
betydning. De næste to kurver har begge en form som minder om en Hockey Stick.
Den første, som er beregnet ved at trække middelværdien over perioden 1400-1980 fra,
standardisere og derefter restandardisere, har et Hockey Stick indeks på 1,0 og er der-
med, ud fra M&Ms defintion, Hockey Stick formet. Den næste, som er beregnet ved
at trække middelværdien over perioden 1400-1980 fra og dividere med standardafvi-
gelsen over perioden 1902-1980, har et Hockey Stick indeks på 0,8 og er dermed ikke
tydeligt Hockey Stick formet. Dog minder formen af denne meget om formen for den
ovenforstående, blot er variationen en smule mindre (se figur 5.11). Den sidste kurve,
som viser PC1 beregnet uden brug af MBHs transformation, og altså ved konventionel
PCA, er derimod slet ikke Hockey Stick formet. Da denne PC1 kun beskriver 19 % af
variationen i de nordamerikanske træårringsdata har vi også set på de ni næste PCer,
som samlet dækker 63 % af variationen. PC4, der beskriver 7 % af variationen, har et
Hockey Stick indeks på 1,2, mens resten af PCerne har et indeks under 1. Det er altså
kun PC4 som ud fra M&Ms defintion har en Hockey Stick form.
Det er altså klart af disse figurer, at MBHs datatransformation, og især ændringen af
perioden der centreres over, har betydning for PC1s form. Hvis PC1 beregnes uden
brug af MBHs transformation og data kun centreres over perioden 1400-1980 falder
Hockey Stick indekset fra 1,6 til 0,3 og dermed forsvinder Hockey Stick formen på PC1
helt.
Det kunne være interessant at se, hvad det betyder for PC1, hvis der centreres over peri-
oden 1902-1980 og standardiseringen og restandardiseringen fjernes. Dette ville svare
til MBHs centrering, men uden resten af deres transformation. Ved at lave disse be-
regninger, vil man bedre kunne udtale sig om, hvilken betydning standardiseringen
og restandardiseringen har for formen på PC1. Disse beregninger har vi desværre ikke
haft tid til at lave.
I en konventionel PCA vil man, så længe man har data med samme enheder, kun cen-
trere data omkring middelværdien (over hele den periode, man har data fra) som be-
skrevet i afsnit 2.2. Man vil altså kun dividere med standardafvigelsen, hvis der er tale
om data med forskellige enheder. I MBHs artikel fremgår det ikke tydeligt hvilken en-
hed deres indikatordata har. Derfor har vi antaget, at alle indikatordata bruges i form af
omregninger til samme temperaturenhed. Således mener vi ikke, at det er nødvendigt,
at MBH foretager standardisering og restandardisering.
Da vi ikke har haft mulighed for at anvende MBHs fulde program [Mann, 2004], har
vi ikke kunnet undersøge, hvad de forskellige ændringer betyder for den rekonstrue-
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rede temperaturkurve (afsnit 5.2.1). Således kan vi ikke direkte konkludere noget om
ændringer i temperaturkurven ved brug af disse transformationer. Men som beskrevet
ovenfor har PC1 fra de nordamerikanske træårringsdata stor betydning for den rekon-
struerede temperaturkurve. Da det har betydning for formen på PC1 omman benytter
MBHs transformation, kan vi konkludere at det også vil have betydning for kurven for
den rekonstruerede temperatur på Jordens nordlige halvkugle.
MBH nævner ikke i deres artikel, at de foretager den omtalte datatransformation, men i
deres program til PCA på træårringsdata fremgår det. Dette virker umiddelbart besyn-
derligt, da man må formode, at MBH er interesserede i at andre kan gennemskue den
matematiske metode, som er benyttet til deres rekonstruering af temperaturen. MBH
forklarer manglen ved, at der har været begrænsninger for længden af deres artikel. Vi
finder, at det er en temmelig vigtig beskrivelse, de har valgt at sortere fra i artiklen. Det-
te fravalg har betydet, at vi ikke har kunnet gennemskue deres nøjagtige metode, blot
ud fra artiklen og vi har på den baggrund haft svært ved at forholde os til rigtigheden
af de konklusioner de kommer frem til.
I artiklen er det et generelt træk, at selve metoden er meget dårligt forklaret. Blandt an-
det nævnes det, i en parentes, at temperaturdata er korrigeret for sæsonvariation, uden
at forklare hvordan dette gøres. Derudover har vi, som skrevet tidligere, ikke ud fra
artiklen kunne bestemme enheden for deres indikatordata. Desuden er der adskillige
trykfejl i artiklen, som vanskeliggør forståelsen.
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7 Konklusion
I artiklen ”Global-scale temperature patterns and climate forcing over the past six centuri-
es” rekonstrueres temperaturen på Jordens nordlige halvkugle over perioden 1400-
1980. Analysen bag rekonstruktionen omfatter bl.a. PCA på nordamerikanske træår-
ringsdata. Her foretages en transformation af data, som ikke er i overensstemmelse
med konventionel PCA.
Vi har undersøgt, hvilken betydning transformationen af de nordamerikanske træår-
ringsdata har for resultatet af den udførte PCA - og dermed for rekonstruering af tem-
peraturen.
Til dette formål har vi anvendt en lettere modificereret udgave at MBHs program til at
rekonstruere temperatur for Jordens nordlige halvkugle og har selv kunne danne deres
Hockey Stick kurve.
Herefter har vi undersøgt, hvilken betydning de principale komponenter bestemt ved
PCA på træårringsdata har for rekonstruering af temperaturen. Vi er kommet frem til,
at 42 % af variationen i den rekonstruerede temperatur kan beskrives ved variationen i
PC1 for de nordamerikanske træårringdata. Ud fra dette kan vi konkludere, at PC1 for
de nordamerikanske træårringsdata har stor betydning for MBHs samlede temperatur-
rekonstruktion.
Derfor har vi undersøgt, hvilken betydning datatransformationen har for PCerne. Vi
konkluderer, at det hovedsageligt er ændring af perioden der centreres over, som har
betydning for PC1s form. Dog har standardisering også stor betydning for formen på
PC1, mens restandardiseringen kun har mindre betydning. Vi kan konkludere, at ved
anvendelse af konventionel PCA forsvinder Hockey Stick formen på et betydeligt antal
PCer, heriblandt PC1, for de nordamerikanske træårringsdata.
Vi har ikke haft mulighed for at se, hvad de forskellige ændringer betyder for den sam-
lede temperaturkurve. Således kan vi ikke direkte konkludere noget om ændringer i
temperaturkurven på grundlag af disse ændringer. Men som beskrevet ovenfor har
PC1 fra de nordamerikanske træårringsdata stor betydning for det samlede billede, og
da vi har set, at det har betydning for PC1 omman benytter MBHs transformation, kan
vi konkludere at det også vil have betydning for den rekonstruerede temperaturkurve
for Jordens nordlige halvkugle. Hockey Stick formen på den rekonstruerede tempe-
raturkurve vil derfor sandsynligvis blive mindre og muligvis helt forsvinde, hvis der
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udføres konventionel PCA på de nordamerikanske træårringsdata.
Hockey Stick kurvens form er dermed sandsynligvis et resultat af forkert datatransfor-
mation i forbindelse med PCA på nordamerikanske træårringsdata. Hockey Stick kur-
ven giver derfor sandsynligvis ikke et retvisende billede af temperaturdviklingen på
Jorden over perioden 1400-1980. Hvis dette er tilfældet, kan Hockey Stick kurven ikke
anvendes til at vurdere betydningen af CO2 koncentrationen i atmosfæren for tempe-
raturen på Jorden.
8 Perspektivering
Som beskrevet i indledningen udgørMBHs rekonstruktion af temperaturen for Jordens
nordlige halvkugle en del af grundlaget for beslutningerne i forbindelse med klimakon-
ferencen i Kyoto. Således er det også problematisk, at deres artikel og det arbejde der
ligger bag på nogle punkter er uklar. Det må i forvejen antages, at deres rekonstruk-
tion, i sagens natur, må være forbundet med store usikkerheder, da man forsøger, at
rekonstruere en del af det meget komplicerede klimasystem langt tilbage i tiden, ud
fra relativt få indikatorer. Denne usikkerhed ses da også klart på MBHs Hockey Stick
kurve (figur 1.1).
Diskussionen omkring MBHs temperaturkurve, drejer sig ikke om hvorvidt tempera-
turen er steget de sidste hundrede år, men derimod om hvorvidt denne stigning er
ekstrem set i forhold til temperatursvingninger gennem de sidste 600 år.
Hockey Stick kurven har haft stor indflydelse på klimadebatten, hvor den er blevet
brugt til at argumentere for reduktion af CO2-udslip. Meget tyder dog på at Hockey
Stick kurven ikke giver et retvisende billede af temperaturudviklingen på Jorden. Der-
for er den et usikkert grundlag for beslutninger om reduktion af CO2-udslip.
I forbindelse med FNs klimakonference i Montréal i december 2005, blev der i New Sci-
entist bragt billeder af forskellige gletsjere i Alaska [Rothenborg, 2005b]. Der blev vist
billeder af gletsjerne, som de ser ud i dag og som de så ud omkring år 1880-1950. Disse
viste alle, at gletsjerne er svundet ind. Denne undersøgelse bliver omtalt som noget af
det, der gjorde, at der på konferencen var så bred enighed om, at der stadig skal gøres
noget ved CO2-udslippet på verdensplan.
Da billederne kun viser ændringerne indenfor en relativ kort tidsperiode - de sidste
150 år - giver de dog ikke et helhedsindtryk af temperaturændringer langt tilbage i
tiden. De kan således kun være med til at understrege, at der er sket en temperaturstig-
ning indenfor de sidste århundrede, ikke om denne er usædvanlig. Disse billeder altså
ligesom Hockey Stick kurven et usikkert grundlag for beslutninger om reduktion af
CO2-udslip. Umiddelbart virker fotografierne meget overbevisende og skræmmende,
og er med til at understøtte den generelle holdning blandt befolkningen, at vi står over
for et stort problem, som skal løses snarest for at sikre fremtidige generationer.
Vi er ikke nødvendigvis uenige i, at CO2-udslip medfører klimaændringer. Vi mener
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blot, at de beviser for dette, som gives til offentligheden, bl.a. Hockey Stick kurven og
billeder af gletsjere, ikke er fyldestgørende.
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A Mellemregninger til PCA
Flere steder i afsnittet bruges følgende omskrivninger af cosinus og sinus [Spiegel,
1992]:
Potenser af trigonometriske funktioner:
sin
2 A 
1
2

1
2
cos 2A (A.1)
cos
2 A 
1
2
 
1
2
cos 2A (A.2)
Dobbeltvinkelformler:
sin 2A  2 sinA cosA (A.3)
cos 2A  cos2 A sin2 A (A.4)
Der bruges også en omskrivning af cos 2θm:
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Ved indsættelse af ligning (2.12) fås:
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(A.5)
Her udregnes s11 og s22 og deres sum og differens.
s11 og s22 kan ved ligning (2.9) udtrykkes som:
s11  s
2
pθmq  sxx cos
2 θm   syy sin
2 θm   2sxy sin θm cos θm (A.6)
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Herefter udregnes deres sum og differens, ud fra de netop fundne udtryk:
s11   s22  sxx cos
2 θm   2sxy sin θm cos θm   syy sin
2 θm   sxx sin
2 θm
sxy sin 2θm   syy cos
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Her indsættes så udtrykket for tangens fra ligning (2.12):
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Følgende udtryk for sxx, syy og sxy benyttes [Preisendorfer, 1988, s. 21]1:
sxx  s11 cos
2 θm   s22 sin
2 θm
syy  s11 sin
2 θm   s22 cos
2 θm
sxy 
1
2
ps11  s22q sin 2θm
(A.10)
1Det skal dog bemærkes at der her er trykfejl.
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B Indkatorer brugt i MBH98
Skema over de 112 indikatorer som MBH bruger til deres rekonstruktion af temperaturen ved Jordens overflade. Indikator nr. 1-9 stammer fra målinger fra koraler, 10, 11 er
historiske målinger, 12-16 fra iskerner, 17-18 fra smeltevandsmålinger, 21-31 er temperaturdata, der går længere tilbage end 1854, 32-42 er nedbørsdata og 43, 49-61, 65-67, 69-112 er
fra træårringsdata. Det skal dog bemærkes at nedenstående tabel kommer fra M&M og ikke MBH selv [McIntyre & McKitrick, 2005c].
Series # MBH98 Description Ref Digital Publication Line
1 Burdekin River Coral Fluorescence Yes ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/coral/west_pacific/great_barrier/burdekin_2001.txt 47
2 Great Barrier Reef Coral Thickness Index Yes ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/coral/west_pacific/great_barrier/aims10coreavg.txt
3 Galapagos Urvina Bay UR-86 dO18 Yes ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/coral/east_pacific/urvcomp.txt
4 Red Sea, Aqaba Core 18 dO18 No ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/coral/red_sea/aq18-18o.txt
5 Red Sea, Aqaba, Core 18 dC13 No ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/coral/red_sea/aq18-13c.txt
6 Espiritu Santu, Vanuatu dO18 Yes tp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/coral/west_pacific/vanuatu_annual.txt
7 New Caledonia dO18 Yes ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/coral/west_pacific/nc_published_1992-1657_qtr.txt
8 Gulf of Chiriqui, Panama dO18 No ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/coral/east_pacific/secas-10yr-iso.txt
9 Gulf of Chiriqui, Panama dC13 No ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/coral/east_pacific/secas-10yr-iso.txt
10 Central England Historical Yes http://www.metoffice.com/research/hadleycentre/CR_data/Daily/HadCET_act.txt
11 Central Europe Historical Yes ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/climate1500ad/ch6.txt
12 Quelccaya Summit dO18 No ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/icecore/trop/quelccaya/q83cor1.txt
13 Quelccaya Summit Accum. (m) No ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/icecore/trop/quelccaya/q83cor1.txt
14 Quelccaya Ice Core 2 dO18 No ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/icecore/trop/quelccaya/q83summ.txt
15 Quelccaya Ice Core 2 Accum (m) No ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/icecore/trop/quelccaya/q83summ.txt
16 Dunde Ice Core dO18 NA NA
17 West Greenland Ice Melt (pct) NA NA
18 Svalbard Ice Melt, 5-yr avg (“pct) NA see ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/climate1500ad/ch26.txt
19 Penny, Baffin Island dO18 NA NA
20 Central Greenland (Stack) dO18 NA NA
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21 Station temperature 42.5N, 92.5W Yes ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/climate1500ad/ch13.txt 2370
22 Station temperature 47.5N, 2.5E NA NA
23 Station temperature 47.5N, 7.5E Yes tp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/climate1500ad/ch13.txt 780
24 Station temperature 47.5N, 12.5 E NA NA
25 Station temperature 47.5N, 17.5E NA NA
26 Station temperature 52.5N, 17.5E NA NA
27 Station temperature 57.5N, 17.5E Yes ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/climate1500ad/ch13.txt 272
28 Station temperature 75.5N, 32.5E Yes ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/climate1500ad/ch13.txt 1289
29 Station temperature 62.5N, 7.5E NA NA
30 Station temperature 62.5N, 12.5E Yes ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/climate1500ad/ch13.txt 52
31 Station temperature 62.5N, 42.5E NA NA
32 Station Precipitation 12.5N, 62.5E NA NA
33 Station Precipitation 17.5N, 72.5E NA NA
34 Station Precipitation 37.5N, 77.5W NA NA
35 Station Precipitation 42.5N, 2.5E Yes ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/climate1500ad/ch13.txt 3650
36 Station Precipitation 42.5N, 7.5E NA NA
37 Station Precipitation 42.5N, 72.5W Yes ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/climate1500ad/ch13.txt 3848
38 Station Precipitation 47.5N, 2.5E NA NA
39 Station Precipitation 47.5N, 12.5E NA NA
40 Station Precipitation 52.5N, 12.5E NA NA
41 Station Precipitation 52.5N, 2.5W NA NA
42 Station Precipitation 57.5N, 7.5W NA NA
43 Tasmania T-reconstruction Yes ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/reconstructions/tasmania/tasmania_recon.txt
44 Java NA NA
45 New Zealand T-reconstruction Yes ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/climate1500ad/ch24.txt 65
46 cpatagonia 41S! Yes ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/climate1500ad/ch23.txt 187
47 npatagonia 38S! No ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/climate1500ad/ch23.txt 236
48 Upper Kolyma River, Russia T NA NA
49 Western North America T (MXD) NA ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/reconstructions/westnamerica/briffa1992/briffa1992.txt
50 Western North America T (RW) NA ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/reconstructions/westnamerica/readme_westnamerica_recons.txt
51 Treeline, 412 Alaska Yes ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/chronologies/northamerica/usa/ak031.crn
52 Treeline, Fort Chimo PQ Yes ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/measurements/northamerica/canada/cana002.crn
53 Treeline, Gaspe PQ Yes ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/measurements/northamerica/canada/cana036.crn
54 Treeline, Arrigetech AK Yes ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/measurements/northamerica/usa/ak032.crn
55 Treeline, Sheenjek R, Alaska Yes ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/chronologies/northamerica/usa/ak033.crn
56 Treeline, TTHH Canada Yes ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/chronologies/northamerica/canada/cana157.crn
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57 Treeline, Mackenzie Mts, Canada No ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/chronologies/northamerica/canada/cana154.crn
58 Treeline, Coppermine R, Canada Yes ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/chronologies/northamerica/canada/cana153.crn
59 Treeline, Hornby Cabin, Canada No ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/chronologies/northamerica/canada/cana155.crn
60 Treeline, Churchill, Canada No ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/chronologies/northamerica/canada/cana158.crn
61 Treeline, Castle Penin, Canada No ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/chronologies/northamerica/canada/cana159.crn
62 Precip-Recon- SE USA-NC NA NA
63 Precip-Recon- SE USA –SC NA NA
64 Precip-Recon – SE USA -GA NA NA
65 Mongolia, Tarvagatny Pass Yes ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/chronologies/asia/mong003.crn
66 Yakutia, Russia T-reconstruction NA NA – but compare to ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/chronologies/asia/russ142w_crns.crn
67 Fennoscandia T-reconstruction NA NA – but compare to ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/chronologies/europe/swed019x_crns.crn
68 Northern Urals T-reconstruction NA NA
69 USA, OK PC1 NA NA
70 USA, OK PC2 NA NA
71 USA, OK PC3 NA NA
72 Mexico PC1 NA NA
73 Mexico PC2 NA NA
74 Mexico PC3 NA NA
75 Mexico PC4 NA NA
76 Mexico PC5 NA NA
77 Mexico PC6 NA NA
78 Mexico PC7 NA NA
79 Mexico PC8 NA NA
80 Mexico PC9 NA NA
81 Vaganov12 Chronologies PC1 NA NA
82 Vaganov 40 Chronologies – PC1 NA NA
83 Vaganov 58 Chronologies PC1 NA NA
84 USA PC1 NA NA
85 USA PC2 NA NA
86 USA PC3 NA NA
87 USA PC4 NA NA
88 USA PC5 NA NA
89 USA PC6 NA NA
90 USA PC7 NA NA
91 USA PC8 NA NA
92 USA PC9 NA NA
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93 South America PC1 NA NA
94 South America PC2 NA NA
95 South America PC3 NA NA
96 Australia PC1 NA NA
97 Australia PC2 NA NA
98 Australia PC3 NA NA
99 Australia PC4 NA NA
100 CHIN04 Yes ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/chronologies/asia/chin004.crn
101 CHIN04X No ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/chronologies/asia/chin004x.crn
102 FRAN009 No ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/chronologies/europe/fran009.crn
103 FRAN010 No ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/chronologies/europe/fran010.crn
104 FRAN011 No ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/chronologies/europe/fran011.crn
105 INDI008X Yes ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/chronologies/asia/indi002x.crn
106 MEXI001 No ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/chronologies/northamerica/mexico/mexi001.crn
107 MORO003 No ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/chronologies/africa/morc011.crn
108 MORO007 No ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/chronologies/africa/morc001.crn
109 MORO008 No ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/chronologies/africa/morc014.crn
110 SPAI011 No ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/chronologies/europe/spai011.crn
111 SPAI012 No ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/chronologies/europe/spai012.crn
112 SWED002B Yes ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/treering/chronologies/europe/swed002.crn
C pca_noamer
program pca_noamer
c
c
c reduce north american dataset to its dominant pcs...
c
parameter (ipcmax=40)
parameter (maxproxy = 500)
parameter (maxstat = 500)
parameter (mmax = 500)
parameter (max0 = mmax+20)
parameter (nlarge=8000)
parameter (nmax1 = 1500)
parameter (nmax0=1500)
parameter (nmax2=250)
parameter (ntrnmax = 80)
parameter (pi=3.14159265359d0)
parameter (half=0.5d0)
parameter (outofbounds=-999.d0)
c
real *8 aprox(nmax0,mmax),wgt(mmax),
$ weight(mmax),weight0(max0)
real *8 weightprx(maxproxy)
real *8 aint(nmax0,max0)
real *8 aver0(nmax0,max0)
real *8 sd(max0),datave(max0)
real *8 proxave(maxproxy),sdprox(maxproxy),
$ sdprox2(maxproxy)
real *8 mean(max0),annmean(max0)
real *8 S(mmax),S0(mmax),partsum(mmax+1),sum(mmax+1)
real *8 SS(ipcmax)
integer index0(max0)
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integer istart(maxproxy),ikeep(maxproxy)
integer igood(max0)
real *8 eof(mmax,ipcmax),tpc(nmax0,ipcmax)
real *8 rpc(ipcmax)
complex *16 AA(nmax1,mmax),UU(nmax1,nmax1),VV(mmax,mmax)
real *8 B0(ntrnmax),x0(ipcmax),
$ work0(ipcmax)
c
real *8 beta(maxproxy,ipcmax)
c
real *8 zero,dt,one,small,adum
real *8 sumtot
character name*53,name1*40,name2*40
character flnm*40(maxproxy)
character *20 nome0
character *20 nome(maxproxy)
character *24 nome2(maxproxy)
character *48 flnm2
c
zero = 0.d0
one = 1.d0
small = 1e-8
c
c dt = time interval spacing in units of years
c nscan = length of time series in units of "dt"
c iabv = number of time series in analysis (ie, "spatial" array)
c
c define limits for entire joint proxy/instrumental dataset
c
c "nlow" will define reference year #1
c
IP=0
IP2 = 0
nlow = 1000
nhigh = 1980
iproxmax = nhigh
ntot = nhigh-nlow+1
c
c define limits for raw data and training interval
71
c
itrainmin0 = 1902
itrainmin = itrainmin0
itrainmax0 = nhigh
itrainmax = itrainmax0
ntrain = itrainmax0-itrainmin0+1
iyearmax = 1993
irawmin = 1902
iearlyinst = 1820
irawmax = nhigh
nraw = irawmax-irawmin+1
c
do i=1,maxproxy
istart(i)=99999
end do
c
open (unit=1,
$ file=’noamer.inf’,
$ status=’old’)
c
555 format (f5.2,1a20)
i=0
1010 i=i+1
if (i.gt.maxproxy) goto 415
read (1,555,end=415) weightprx(i),nome(i)
if (weightprx(i).lt.zero) then
nome0=nome(i)
i=i-1
goto 1010
else
if (weightprx(i).lt.small) then
weightprx(i)=small
else
if (iunif.eq.1) weightprx(i)=one
endif
endif
if (weightprx(i).ge.zero) then
c
flnm(i) =
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$ nome(i)
endif
goto 1010
415 continue
nproxy = i-1
close (unit=1)
c
do j=1,nproxy
ii = j
open (unit=9,file=flnm(j),status=’old’)
iflag = 0
do i=1,nmax0
aprox(i,ii)=-99999999.0
end do
do i=1,nlarge
read (9,*,end=88) ayear,adat
iyr = int(ayear+0.5)
if (iflag.eq.0) then
istart(j)=iyr
iflag = 1
endif
if ((iyr.ge.nlow).and.(iyr.le.nhigh)) then
iyear = iyr-nlow+1
aprox(iyear,ii)=adat
endif
end do
88 close (unit=9)
c
c extrapolate last data point if series ends before end of
c training interval
c
iyear = nhigh-nlow+2
737 iyear = iyear-1
if (aprox(iyear,ii).lt.-99999990.0) goto 737
do iyr = iyear+1,nhigh-nlow+1
aprox(iyr,ii)=aprox(iyear,ii)
end do
c
end do
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c
c
write (6,*) ’read in: ’
write (6,*) nproxy, ’ time series’
c
c
c
9999 continue
c
c
do j=1,nproxy
c
proxave(j)=zero
do i=1,ntrain
iyear = itrainmin+i-nlow
proxave(j)=proxave(j)+aprox(iyear,j)
end do
proxave(j)=proxave(j)/float(ntrain)
c
c remove 1902-19xx mean from training data
c
do i=nlow,nhigh
iyear = i-nlow+1
aprox(iyear,j)=aprox(iyear,j)-proxave(j)
end do
c
c standardize proxy data
c
amean = 0.0
sdprox(j)=0.0
do i=1,ntrain
iyear = itrainmin+i-nlow
sdprox(j)=sdprox(j)+aprox(iyear,j)**2
end do
sdprox(j)=sqrt(sdprox(j)/float(ntrain))
do i=nlow,nhigh
iyear = i-nlow+1
aprox(iyear,j)=aprox(iyear,j)/sdprox(j)
end do
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end do
c
c now restandardized by detrended normalized variance
c
do j=1,nproxy
c
sum1 = zero
sum2 = zero
sum5 = zero
sum6 = zero
do i=1,ntrain
iyear = itrainmin+i-nlow
sum1 = sum1 + float(i)
sum2 = sum2 + float(i**2)
sum5 = sum5 + aprox(iyear,j)
sum6 = sum6 + aprox(iyear,j)*float(i)
end do
c
slope = (ntrain*sum6-sum1*sum5)
$ /(ntrain*sum2-sum1**2)
ainter = (sum2*sum5-sum1*sum6)/
$ (ntrain*sum2-sum1**2)
c
c
amean = 0.0
sdprox2(j)=0.0
do i=1,ntrain
iyear = itrainmin+i-nlow
standprx=aprox(iyear,j)-slope*float(i)
$ - ainter
sdprox2(j)=sdprox2(j)+standprx**2
end do
sdprox2(j)=sqrt(sdprox2(j)/float(ntrain))
do i=nlow,nhigh
iyear = i-nlow+1
aprox(iyear,j)=aprox(iyear,j)/sdprox2(j)
end do
sdprox(j)=sdprox(j)*sdprox2(j)
end do
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c
write (6,*) ’year proxies must date back to:’
read (5,*) iproxmin
c
c
c select proxy records to be used
c
if (iset.eq.0) then
mkeep = 0
do i=1,nproxy
if (istart(i).le.iproxmin) then
mkeep = mkeep + 1
write (6,222) mkeep, flnm(i)
ikeep(mkeep)=iabv+i
endif
end do
write (6,*) ’total of ’,mkeep,
$ ’ training records back to ’,iproxmin
endif
222 format (i5,3x,a30)
c
c
ipc = 15
im1 = iproxmin
im2 = iproxmax
N0 = iproxmax-iproxmin+1
jj = 0
do j=1,nproxy
if (istart(j).le.iproxmin) then
jj = jj+1
i = 0
do i2=im1,im2
i = i+1
iyear = i2-nlow+1
adum = aprox(iyear,j)
AA(i,jj)=dcmplx(adum,zero)
end do
end if
end do
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M0 = jj
NU0 = M0
NV0 = M0
c
c
call CSVD(AA,nmax1,mmax,N0,M0,IP0,NU0,NV0,S,UU,VV)
c
c collect eigenvalues, fractional variances explained..
c
sumtot = zero
do i=1,M0
partsum(i)=zero
sumtot = sumtot + S(i)**2
do j=i,M0
partsum(i)=partsum(i)+S(j)**2
end do
end do
c
open (unit=7,file=’eigen.out’,status=’unknown’)
do i=1,M0
eigen = S(i)**2/sumtot
write (7,434) i,
$ eigen,one-real(partsum(i+1)/sumtot)
end do
434 format (i4,2f9.4)
c
c
do i=1,ipc
id1 = i/10
id2 = i-id1*10
name1 = ’eof’
$ //char(48+id1)//char(48+id2)//’.out’
open (unit=30+i,file=name1,status=’unknown’)
do j=1,M0
eof(j,i)=real(VV(j,i))
write (30+i,*) j,real(VV(j,i))
end do
close (unit=30+i)
end do
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c
do i=1,ipc
id1 = i/10
id2 = i-id1*10
name2 = ’pc’
$ //char(48+id1)//char(48+id2)//’.out’
open (unit=30+i,file=name2,status=’unknown’)
do j=1,N0
jj = iproxmin+j-1
write (30+i,*) jj,real(UU(j,i))
end do
close (unit=30+i)
end do
c
c
stop
end
c
c
SUBROUTINE CSVD (A,MMAX,NMAX,M,N,IP,NU,NV,S,U,V)
C
C Singular value decomposition of an M by N complex matrix A,
C where M .GT. N . The singular values are stored in the vector
C S. The first NU columns of the M by M unitary matrix U and the
C first NV columns of the N by N unitary matrix V that minimize
C Det(A-USV*) are also computed.
C
C
C P.A. Businger and G.H. Golub, "Singular Value Decomposition
C of a Complex Matrix," Communications of the ACM, vol. 12,
C pp. 564-565, October 1969.
C
C This algorithm is reprinted by permission, Association for
C Computing Machinery; copyright 1969.
C
COMPLEX *16 A(MMAX,NMAX),U(MMAX,MMAX),V(NMAX,NMAX),Q,R
REAL *8 S(NMAX),B(100000),C(100000),T(100000),
$ zero,one,ETA,TOL,
$ EPS
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ETA = 1.2d-7
TOL = 2.4d-32
zero = 0.d0
one = 1.d0
NP=N+IP
N1=N+1
C Householder reduction
C(1)=zero
K=1
10 K1=K+1
C Elimination of A(I,K) , I=K+1,...,M
Z=zero
DO 20 I=K,M
20 Z=Z+REAL(A(I,K))**2+dIMAG(A(I,K))**2
B(K)=zero
IF (Z .LE. TOL) GO TO 70
Z=SQRT(Z)
B(K)=Z
W=CdABS(A(K,K))
Q=dcmplx(one,zero)
IF (W .NE. zero) Q=A(K,K)/W
A(K,K)=Q*(Z+W)
IF (K .EQ. NP) GO TO 70
DO 50 J=K1,NP
Q=dcmplx(zero,zero)
DO 30 I=K,M
30 Q=Q+dCONJG(A(I,K))*A(I,J)
Q=Q/(Z*(Z+W))
DO 40 I=K,M
40 A(I,J)=A(I,J)-Q*A(I,K)
50 CONTINUE
C Phase transformation
Q=-dCONJG(A(K,K))/CdABS(A(K,K))
DO 60 J=K1,NP
60 A(K,J)=Q*A(K,J)
C Elimination of A(K,J) , J=K+2,...,N
70 IF (K .EQ. N) GO TO 140
Z=zero
DO 80 J=K1,N
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80 Z=Z+REAL(A(K,J))**2+dIMAG(A(K,J))**2
C(K1)=zero
IF (Z .LE. TOL) GO TO 130
Z=SQRT(Z)
C(K1)=Z
W=CdABS(A(K,K1))
Q=dcmplx(one,zero)
IF (W .NE. zero) Q=A(K,K1)/W
A(K,K1)=Q*(Z+W)
DO 110 I=K1,M
Q=dcmplx(zero,zero)
DO 90 J=K1,N
90 Q=Q+dCONJG(A(K,J))*A(I,J)
Q=Q/(Z*(Z+W))
DO 100 J=K1,N
100 A(I,J)=A(I,J)-Q*A(K,J)
110 CONTINUE
C Phase transformation
Q=-dCONJG(A(K,K1))/CdABS(A(K,K1))
DO 120 I=K1,M
120 A(I,K1)=A(I,K1)*Q
130 K=K1
GO TO 10
C Tolerance for negligible elements
140 EPS=zero
DO 150 K=1,N
S(K)=B(K)
T(K)=C(K)
150 EPS=DMAX1(EPS,S(K)+T(K))
EPS=EPS*ETA
C Initialization of U and V
IF (NU .EQ. 0) GO TO 180
DO 170 J=1,NU
DO 160 I=1,M
160 U(I,J)=dcmplx(zero,zero)
170 U(J,J)=dcmplx(one,zero)
180 IF (NV .EQ. 0) GO TO 210
DO 200 J=1,NV
DO 190 I=1,N
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190 V(I,J)=dcmplx(zero,zero)
200 V(J,J)=dcmplx(one,zero)
C QR diagonalization
210 DO 380 KK=1,N
K=N1-KK
C Test for split
220 DO 230 LL=1,K
L=K+1-LL
IF (ABS(T(L)) .LE. EPS) GO TO 290
IF (ABS(S(L-1)) .LE. EPS) GO TO 240
230 CONTINUE
C Cancellation of B(L)
240 CS=zero
SN=one
L1=L-1
DO 280 I=L,K
F=SN*T(I)
T(I)=CS*T(I)
IF (ABS(F) .LE. EPS) GO TO 290
H=S(I)
W=SQRT(F*F+H*H)
S(I)=W
CS=H/W
SN=-F/W
IF (NU .EQ. 0) GO TO 260
DO 250 J=1,N
X=REAL(U(J,L1))
Y=REAL(U(J,I))
U(J,L1)=dCMPLX(X*CS+Y*SN,0.)
250 U(J,I)=dCMPLX(Y*CS-X*SN,0.)
260 IF (NP .EQ. N) GO TO 280
DO 270 J=N1,NP
Q=A(L1,J)
R=A(I,J)
A(L1,J)=Q*CS+R*SN
270 A(I,J)=R*CS-Q*SN
280 CONTINUE
C Test for convergence
290 W=S(K)
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IF (L .EQ. K) GO TO 360
C Origin shift
X=S(L)
Y=S(K-1)
G=T(K-1)
H=T(K)
F=((Y-W)*(Y+W)+(G-H)*(G+H))/(2.d0*H*Y)
G=SQRT(F*F+one)
IF (F .LT. zero) G=-G
F=((X-W)*(X+W)+(Y/(F+G)-H)*H)/X
C QR step
CS=one
SN=one
L1=L+1
DO 350 I=L1,K
G=T(I)
Y=S(I)
H=SN*G
G=CS*G
W=SQRT(H*H+F*F)
T(I-1)=W
CS=F/W
SN=H/W
F=X*CS+G*SN
G=G*CS-X*SN
H=Y*SN
Y=Y*CS
IF (NV .EQ. 0) GO TO 310
DO 300 J=1,N
X=REAL(V(J,I-1))
W=REAL(V(J,I))
V(J,I-1)=dCMPLX(X*CS+W*SN,0.)
300 V(J,I)=dCMPLX(W*CS-X*SN,0.)
310 W=SQRT(H*H+F*F)
S(I-1)=W
CS=F/W
SN=H/W
F=CS*G+SN*Y
X=CS*Y-SN*G
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IF (NU .EQ. 0) GO TO 330
DO 320 J=1,N
Y=REAL(U(J,I-1))
W=REAL(U(J,I))
U(J,I-1)=dCMPLX(Y*CS+W*SN,0.)
320 U(J,I)=dCMPLX(W*CS-Y*SN,0.)
330 IF (N .EQ. NP) GO TO 350
DO 340 J=N1,NP
Q=A(I-1,J)
R=A(I,J)
A(I-1,J)=Q*CS+R*SN
340 A(I,J)=R*CS-Q*SN
350 CONTINUE
T(L)=zero
T(K)=F
S(K)=X
GO TO 220
C Convergence
360 IF (W .GE. zero) GO TO 380
S(K)=-W
IF (NV .EQ. 0) GO TO 380
DO 370 J=1,N
370 V(J,K)=-V(J,K)
380 CONTINUE
C Sort singular values
DO 450 K=1,N
G=-one
J=K
DO 390 I=K,N
IF (S(I) .LE. G) GO TO 390
G=S(I)
J=I
390 CONTINUE
IF (J .EQ. K) GO TO 450
S(J)=S(K)
S(K)=G
IF (NV .EQ. 0) GO TO 410
DO 400 I=1,N
Q=V(I,J)
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V(I,J)=V(I,K)
400 V(I,K)=Q
410 IF (NU .EQ. 0) GO TO 430
DO 420 I=1,N
Q=U(I,J)
U(I,J)=U(I,K)
420 U(I,K)=Q
430 IF (N .EQ. NP) GO TO 450
DO 440 I=N1,NP
Q=A(J,I)
A(J,I)=A(K,I)
440 A(K,I)=Q
450 CONTINUE
C Back transformation
IF (NU .EQ. 0) GO TO 510
DO 500 KK=1,N
K=N1-KK
IF (B(K) .EQ. zero) GO TO 500
Q=-A(K,K)/CdABS(A(K,K))
DO 460 J=1,NU
460 U(K,J)=Q*U(K,J)
DO 490 J=1,NU
Q=dcmplx(zero,zero)
DO 470 I=K,M
470 Q=Q+dCONJG(A(I,K))*U(I,J)
Q=Q/(CdABS(A(K,K))*B(K))
DO 480 I=K,M
480 U(I,J)=U(I,J)-Q*A(I,K)
490 CONTINUE
500 CONTINUE
510 IF (NV .EQ. 0) GO TO 570
IF (N .LT. 2) GO TO 570
DO 560 KK=2,N
K=N1-KK
K1=K+1
IF (C(K1) .EQ. zero) GO TO 560
Q=-dCONJG(A(K,K1))/CdABS(A(K,K1))
DO 520 J=1,NV
520 V(K1,J)=Q*V(K1,J)
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DO 550 J=1,NV
Q=dcmplx(zero,zero)
DO 530 I=K1,N
530 Q=Q+A(K,I)*V(I,J)
Q=Q/(CdABS(A(K,K1))*C(K1))
DO 540 I=K1,N
540 V(I,J)=V(I,J)-Q*dCONJG(A(K,I))
550 CONTINUE
560 CONTINUE
570 RETURN
END
D PCer for scenarie 3
Figur D.1 PC1 med Hockey Stick indeks: 0,3 og normeret egenværdi: 0,19.
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86 PCer for scenarie 3
Figur D.2 PC2 med Hockey Stick indeks: -0,6 og normeret egenværdi: 0,09.
Figur D.3 PC3 med Hockey Stick indeks: 0,7 og normeret egenværdi: 0,08.
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Figur D.4 PC4 med Hockey Stick indeks: 1,2 og normeret egenværdi: 0,07.
Figur D.5 PC5 med Hockey Stick indeks: 0,3 og normeret egenværdi: 0,05.
88 PCer for scenarie 3
Figur D.6 PC6 med Hockey Stick indeks: 0,0 og normeret egenværdi: 0,04.
Figur D.7 PC7 med Hockey Stick indeks: 0,2 og normeret egenværdi: 0,03.
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Figur D.8 PC8 med Hockey Stick indeks: 0,4 og normeret egenværdi: 0,03.
Figur D.9 PC9med Hockey Stick indeks: 0,0 og normeret egenværdi: 0,02.
90 PCer for scenarie 3
Figur D.10 PC10 med Hockey Stick indeks: 0,3 og normeret egenværdi: 0,02.
